Čńăćă 3

ŮĹŚŃĚŊŊŻĚ ŇĚŠŐĎŻ ŘĚŸĚŊĹ§ ĘĚŚŠŁĹŢ ŚĹŚŠĚŇ

1. Ęěśšłĺě śĺśšěňż. Ŕřőśšěľÿĺě ŋě£ćŋżě ňěšőďż. Řăś-

śňőšřĺň ŕřĺňěŋěŋĺě ňŋőčőÿăčőćżţ ňěšőďőć (2.2) ďń£ řěÿěŋĺ£ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż (1.120), (1.121) ś ňăšřĺűěľ ŕřőśšőľ śšřşłšşřż. Šőůŋőě řěÿěŋĺě ¡šőľ śĺśšěňż ďăěšś£ ťőřňşńőľ (1.123): y(x) = M∑ j=1 C_je^{λjx}e_j. (1)

Řăğŋőśšŋőě şřăćŋěŋĺě ć ďăŋŋőň śńşůăě ŕřĺňěš ćĺď k∑ i=0 α_iy_{n+i} = h k∑ i=0 β_iAy_{n+i}. (2) Řăğńőęĺň y_n ŕő śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřăň e_i ňăšřĺűż A:

y_n = M∑ j=1 C^j_ne_j. (3)

Ŕőďśšăćń££ (3) ć (2), ĺňěěň k∑ i=0 α_i M∑ j=1 C^j_{n+i}e_j − h k∑ i=0 β_iA M∑ j=1 C^j_{n+i}e_j = M∑ j=1 ( k∑ i=0 α_iC^j_{n+i} − h k∑ i=0 β_iλ_jC^j_{n+i} ) e_j = 0.

B śĺńş ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ćěłšőřőć e_i őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő k∑ i=0 α_iC^j_{n+i} = h k∑ i=0 β_iλ_jC^j_{n+i}, j = 1, . . . , M. (4) Śőőšŋőÿěŋĺě (4) śőćŕăďăěš ś řăğŋőśšŋżň şřăćŋěŋĺěň (2.2), ŕřĺňěŋěŋŋżň ďń£ řěÿěŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1.112) ś λ = λ_j: y^′ = λ_jy. (5) Őŋő ŕőłăğżćăěš, łăł ŕřěőąřăğş¿šś£ łő¡ťťĺűĺěŋšż C^j_n ŕřĺ ůĺśńěŋŋőň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż (1.120), (1.121) ňŋőčőÿăčőćżň ňěšőďőň. Ĺğ (3) ĺ (4) ćĺďŋő, ůšő łăęďă£ śőśšăćń£¿źă£ C_je^{λjx}e_j (6) řěÿěŋĺ£ (1), ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋă£ őďŋőňş ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ĺŋšěčřĺřşěšś£ ŋěğăćĺśĺňő őš őśšăńĳŋżţ. Śőśšăćń£¿źă£ C^j_ne_j (7) řěÿěŋĺ£ y_n (3) śőőšćěšśšćşěš śőśšăćń£¿źěľ (6) řěÿěŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1.120), ŕřĺůěň ťőřňşńż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć C^j_n śőćŕăďă¿š ś řăğŋőśšŋżňĺ ťőřňşńăňĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (5). Ŕő¡šőňş, ěśńĺ şřăćŋěŋĺě (5) ŕřőĺŋšěčřĺřőćăŋő ś ďőśšăšőůŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ŕřĺ ćśěţ j = 1, . . . , M, šő ś ďőśšăšőůŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ąşďěš ŋăľďěŋă śőśšăćń£¿źă£ (7), śőőšćěšśšćş¿źă£ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ_j ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, őąěśŕěůěŋă ďőśšăšőůŋă£ šőůŋőśšĳ řěÿěŋĺ£ ćśěľ śĺśšěňż (1.120), (1.121) ňŋőčőÿăčőćżň ňěšőďőň.

Řăśśňőšřĺň śńşůăľ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ őšřĺűăšěńĳŋżţ λ_j. Ć ¡šőň śńşůăě şřăćŋěŋĺě (5) £ćń£- ěšś£ ăśĺňŕšőšĺůěśłĺ şśšőľůĺćżň ĺ ń¿ąőě ěčő řěÿěŋĺě śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ x →∝. Őąśşďĺň, łăłőňş şśńőćĺ¿ ďőńęěŋ şďőćńěšćőř£šĳ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ h ďń£ šőčő, ůšőąż řěÿěŋĺě řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (4) ţőš£ ąż łăůěśšćěŋŋő őšřăęăńő şłăğăŋŋőě śćőľśšćő řěÿěŋĺľ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (5). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŋăľďěň ŕřĺ łăłĺţ h řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (4) śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ n →∝.

Ďń£ šőčő ůšőąż ćś£łőě řěÿěŋĺě řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ śšřěňĺńőśĳ ł ŋşń¿, ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż ćśě łőřŋĺ ěčő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ ążńĺ ŕő ňőďşń¿ ňěŋĳÿě ěďĺŋĺűż. Ďń£ £ćŋżţ ňěšőďőć Ăďăňśă (2.53) ążńő ŕőńşůěŋő ŋěőąţőďĺňőě ďń£ ¡šőčő şśńőćĺě (2.94). Ďń£ ňěšőďőć Ăďăňśă ć őřďĺŋăšŋőľ ťőřňě (2.41) ¡šő şśńőćĺě ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě h|λ| < 2 k∑ i=0 |B_i| ĺ ŕřĺćőďĺš ł šăłĺň őčřăŋĺůěŋĺ£ň ŋă ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£: ďń£ ňěšőďă Ăďăňśă ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ h|λ| < 2, ćšőřőčő ŕőř£ďă ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ h|λ| < 1, šřěšĳěčő ŕőř£ďłă ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ h|λ| < 2 44/12 ∼= 0.545, ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ h|λ| < 2 160/24 = 0.3, ŕ£šőčő ŕőř£ďłă ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ h|λ| < 2 8816/720 ∼= 0.163. Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ňěšőďőć Řşŋčě Łşššă şśńőćĺě, őąěśŕěůĺćă¿źěě śšřěňńěŋĺě ł ŋşń¿ řěÿěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źěčő řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1.118), ĺňěěš ćĺď: ďń£ ňěšőďă ćšőřőčő ŕőř£ďłă (1.14) h|λ| < 2, ďń£ ňěšőďă ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă (2.22) h|λ| < 2.785. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ £ćŋőčő ňěšőďă Ăďăňśă ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě ăśĺňŕšőšĺůěśłőľ şśšőľůĺćőśšĺ řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕřĺŋĺňăěš ćĺď |h| < const max 1 < j < M |λ_j| . (8)

Ěśńĺ ňăšřĺűă śĺśšěňż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ (1.120) ĺňěěš ąőńĳÿĺě ŕő ňőďşń¿ őšřĺűăšěńĳŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, š.ě. max 1 < j < M |λ_j| ≫ 1, (9) šő őčřăŋĺůěŋĺě (8) ŋă ÿăč h £ćń£ěšś£ ŋă ąőńĳÿĺţ ĺŋšěřćăńăţ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ śńĺÿłőň őąřěňěŋĺšěńĳŋżň, šăł łăł őŋő šřěąşěš ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ őůěŋĳ ňăńőčő ÿăčă ŋă ŕřőš£ęěŋĺĺ ćśěčő ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. İšő őąśšő£šěńĳśšćő ćśšşŕăěš ć ŕřőšĺćőřěůĺě ś ţăřăłšěřőň ŕőćěďěŋĺ£ šőůŋőčő řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż. Ěśńĺ ňăšřĺűă śĺśšěňż ĺňěěš ąőńĳÿőľ řăğąřőś śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ, ŋăŕřĺňěř, ć śńşůăě ďćşţ şřăćŋěŋĺľ |λ_1| ≫ |λ_2|, šő ŕěřćă£ śőśšăćń£¿źă£ šőůŋőčő řěÿěŋĺ£ y(x) = C_1e^{λ1x}e_1 + C_2e^{λ2x}e_2

őůěŋĳ ążśšřő ğăšşţăěš ŋă őšřěğłě, ďńĺŋă łőšőřőčő ĺňěěš ŕőř£ďőł ∼ τ = 1 |λ_1| , ă ğăšěň śšăŋő-

ćĺšś£ ŋĺůšőęŋő ňăńőľ. Ĺňěŋŋő ŋă ¡šőň őšřěğłě őŋă ćŋőśĺš śćőľ ćłńăď ć řěÿěŋĺě y(x). Ćšőřă£ śőśšăćń£¿źă£ ğăňěšŋő ĺğňěŋ£ěšś£ ŋă őšřěğłě ďńĺŋż ∼ 1 |λ_2| , ŕřĺůěň ďńĺŋă ćšőřőčő ŕřőňěęşšłă

ğŋăůĺšěńĳŋő ŕřěćőśţőďĺš ďńĺŋş ŕěřćőčő. Ŋă ćšőřőň őšřěğłě ĺňěŋŋő ćšőřă£ śőśšăćń£¿źă£ őŕřěďěń£ěš ŕőćěďěŋĺě ćśěčő řěÿěŋĺ£.

Ŋă ŕěřćőň őšřěğłě śłőřőśšĳ ĺğňěŋěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ śłőřőśšĳ¿ ĺğňěŋěŋĺ£ ŕěřćőľ śőśšăćń£¿źěľ ĺ ĺňěěš ąőńĳÿş¿ ćěńĺůĺŋş. Ŋă ćšőřőň őšřěğłě śłőřőśšĳ ĺğňěŋěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ śłőřőśšĳ¿ ĺğňěŋěŋĺ£ ćšőřőľ śőśšăćń£¿źěľ ĺ ĺňěěš őšŋőśĺšěńĳŋő ňăńş¿ ćěńĺůĺŋş.

Šăłĺň őąřăğőň, ŋă ĺŋšěřćăńě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ćżďěń£¿šś£ ďćă ŕřőňěęşšłă ś řăğŋżň ţăřăłšěřőň ŕőćěďěŋĺ£ řěÿěŋĺ£. Ŋă ŕěřćőň ŕřőňěęşšłě, ŋăğżćăěňőň ŕőčřăŋĺůŋżň śńőěň, ďń£ ćőśŕřőĺğćěďěŋĺ£ ążśšřő ĺğňěŋ£¿źěčőś£ řěÿěŋĺ£ ś ŕřĺěňńěňőľ šőůŋőśšĳ¿ ŋěőąţőďĺň ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ¿ h ≪ 1 |λ_1| . Łăğăńőśĳ ąż, ůšő ŋă ćšőřőň ŕřőňěęşšłě, š.ě.

ŕőśńě ŕřőţőęďěŋĺ£ ŕőčřăŋĺůŋőčő śńő£, čďě řěÿěŋĺě ţăřăłšěřĺğşěšś£ ňăńőľ śłőřőśšĳ¿ ĺğňěŋěŋĺ£, ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ňőč ąż ążšĳ şćěńĺůěŋ. Őďŋăłő, łăł ŕőłăğżćăěš ŋěřăćěŋśšćő (8), ¡šőčő śďěńăšĳ ŋěńĳğ£, šăł łăł ŕřĺ ğŋăůěŋĺ£ţ ÿăčă, ŋăřşÿă¿źĺţ şśńőćĺě (8), śőőšćěšśšćş¿źă£ śőśšăćń£¿źă£ řěÿěŋĺ£ y_n řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ŋě ąşďěš ğăšşţăšĳ.

Šăłĺň őąřăğőň, ŋă ćśěň ĺŋšěřćăńě őŕřěďěńěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ŋěőąţőďĺňő ŕřĺňěŋ£šĳ ňăńżľ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ůšő ŕřĺćőďĺš ł őčřőňŋőňş ůĺśńş ÿăčőć ŋă ąőńĳÿĺţ ŕřőňěęşšłăţ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺ ůřěğňěřŋőňş ćőğřăśšăŋĺ¿ ćřěňěŋĺ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ŋă İĆŇ.

Őŕĺśăŋŋă£ śĺšşăűĺ£ ćśšřěůăěšś£ ŕřĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ ęěśšłĺţ śĺśšěň şřăćŋěŋĺľ. Ęěśšłĺě śĺśšěňż ţăřăłšěřĺğş¿šś£ šěň, ůšő śřěďĺ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń ňăšřĺűż §łőąĺ ∂f ∂y ĺňě¿šś£

ąőńĳÿĺě ŕő ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋě, łőšőřżě őą£ğăšěńĳŋő őąńăďă¿š ąőńĳÿőľ ŕő ňőďşń¿ őšřĺűăšěńĳŋőľ ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ůăśšĳ¿, ă śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ćěźěśšćěŋŋőľ ůăśšĳ¿ ĺňě¿š ňăńş¿ ćěńĺůĺŋş. Łăł şęě őšňěůăńőśĳ, ďń£ ęěśšłĺţ ğăďăů ŕřĺňěŋ£¿šś£ śŕěűĺăńĳŋő śłőŋśšřşĺřőćăŋŋżě ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż, őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ | ŋě£ćŋżľ ňěšőď İľńěřă | ążń ŕřĺćěďěŋ ć čń. 1.

Łăł şęě ążńő ŕőłăğăŋő, ŕřĺňěŋěŋĺě ŋě£ćŋőčő ňěšőďă İľńěřă (1.126) (ťőřňşńă łőšőřőčő ŕőńşůăěšś£ ĺğ (2.70) ŕřĺ k = 0) ďń£ ğăďăůĺ ćĺďă (5) ŕřĺćőďĺš ł řăğŋőśšŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă y_{n+1} = F (λh)y_n, (10) čďě F (λh) = 1 1 − λh . (11)

Ĺğ (10) ĺ (11) ćĺďŋő, ůšő ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň h > 0 ĺ őšřĺűăšěńĳŋőň λ řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (10) śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ n →∝. Šěň śăňżň őąěśŕěůĺćăěšś£ śšřěňńěŋĺě ł ŋşń¿ ćśěţ šěţ śőśšăćń£- ¿źĺţ (7) řěÿěŋĺ£ (3) řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£

y_{n+1} = y_n + hAy_{n+1}, (12)

łőšőřżě śőőšćěšśšćş¿š őšřĺűăšěńĳŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ňăšřĺűż A.

Ďń£ łőňŕńěłśŋżţ λ = a + bi ś őšřĺűăšěńĳŋőľ řěăńĳŋőľ ůăśšĳ¿ a < 0 šăłęě ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő |F (hλ)| < 1. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ śřěďĺ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń ňăšřĺűż A ĺňě¿šś£ łőňŕńěłśŋżě, šő ąşďşš śšřěňĺšĳś£ ł ŋşń¿ šăłęě ĺ šě śőśšăćń£¿źĺě řěÿěŋĺ£ řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£, łőšőřżě śőőšćěšśšćş¿š łőňŕńěłśŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ś őšřĺűăšěńĳŋőľ řěăńĳŋőľ ůăśšĳ¿.

Šăł łăł šőůŋőě řěÿěŋĺě şśšőľůĺćőčő ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ćŋě ŕőčřăŋĺůŋőčő śńő£ ĺğňěŋ£ěšś£ ś ňăńőľ śłőřőśšĳ¿ ĺ ćěďěš śěą£ ŕńăćŋő, šő ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ňőęěš ążšĳ şćěńĺůěŋ ąěğ ŋăřşÿěŋĺ£ ůĺśńěŋŋőľ şśšőľůĺćőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺňěŋěŋĺě ŋě£ćŋőčő ňěšőďă İľńěřă (1.126) ł ůĺśńěŋŋőňş řěÿěŋĺ¿ şśšőľůĺćőľ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż (1.120), (1.121) ŕőğćőń£ěš ćżąĺřăšĳ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, őčřăŋĺůĺćă£ ěčő ěďĺŋśšćěŋŋżň šřěąőćăŋĺěň ďőśšĺęěŋĺ£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŋě£ćŋżľ ňěšőď Ăďăňśă ćšőřőčő ŕőř£ďłă ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ. Ťőřňşńă ¡šőčő ňěšőďă ŕőńşůăěšś£ ĺğ (1.70) ŕřĺ k = 1:

y_{n+1} = y_n + h 2 (f(x_n, y_n) + f(x_{n+1}, y_{n+1})). (13)

Ťőřňşńă (13) ŋăğżćăěšś£ šăłęě ŋě£ćŋőľ ťőřňşńőľ šřăŕěűĺľ. Ŕřĺňěŋĺć (13) ł řěÿěŋĺ¿ (5), ŕőńşůĺň řăğŋőśšŋőě şřăćŋěŋĺě

y_{n+1} = y_n + h 2 λ (y_n + y_{n+1}), (14)

őšłşďă ŕřĺţőďĺň ł (10), čďě F (λh) = 1 + λ h 2 1 − λ h 2 . Ěśńĺ λ = a + bi, šő

|F (λh)| = | | | | | | | | 1 + h 2 a + h 2 bi 1 − h 2 a − h 2 bi

| | | | | | | | = √( 1 + h 2 a )2 + ( h 2 b )2 √( 1 − h 2 a )2 + ( h 2 b )2 .

Ŕřĺ a < 0 ĺňěěň |F (λh)| < 1, ĺ ń¿ąőě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (14) śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ n →∝. Śńěďőćăšěńĳŋő, őąěśŕěůĺćăěšś£ śšřěňńěŋĺě ł ŋşń¿ ćśěţ śőśšăćń£¿źĺţ (7) řěÿěŋĺ£ (3) řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ y_{n+1} = y_n + h 2 (Ay_n + Ay_{n+1}), (15)

łőšőřżě śőőšćěšśšćş¿š őšřĺűăšěńĳŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ňăšřĺűż A. Ěśńĺ śřěďĺ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń ňăšřĺűż A ĺňě¿šś£ łőňŕńěłśŋżě, šő śšřěň£šś£ ł ŋşń¿ ĺ šě śőśšăćń£¿źĺě řěÿěŋĺ£ řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (15), łőšőřżě śőőšćěšśšćş¿š łőňŕńěłśŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ś őšřĺűăšěńĳŋőľ řěăńĳŋőľ ůăśšĳ¿. Ŕő¡šőňş ŕřĺňěŋěŋĺě ňěšőďă šřăŕěűĺľ, łăł ĺ ŋě£ćŋőčő ňěšőďă İľńěřă, ďń£ ůĺśńěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ şśšőľůĺćőľ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż ŕőğćőń£ěš şćěńĺůĺćăšĳ ďńĺŋş ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ćŋě ŕőčřăŋĺůŋőčő śńő£ ąěğ ŋăřşÿěŋĺ£ ůĺśńěŋŋőľ şśšőľůĺćőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£. Ěďĺŋśšćěŋŋżň őčřăŋĺůěŋĺěň ŕřĺ ¡šőň £ćń£ěšś£ šřěąőćăŋĺě ďőśšĺęěŋĺ£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ.

2. Ňěšőďż ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋăğăď. Ďń£ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ęěśšłĺţ ďĺťťěřěŋűĺ-

ăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăĺąőńěě řăśŕřőśšřăŋěŋŋżňĺ £ćń£¿šś£ ňěšőďż ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, őśŋőćăŋŋżě ŋă ťőřňşńăţ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋăğăď. İšĺ ťőřňşńż ĺňě¿š ćĺď (2.2) ĺ ňőčşš ążšĳ ŕőśšřőěŋż, ěśńĺ ŕřőĺğćőďŋş¿ f(x_{n+k}, y(x_{n+k})) řěÿěŋĺ£ ć šőůłě x = x_{n+k} ăŕŕřőłśĺňĺřőćăšĳ ś ŕőňőźĳ¿ őďŋőśšőřőŋŋĺţ ťőřňşń ůĺśńěŋŋőčő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£. Őďŋőśšőřőŋŋĺě ťőřňşńż ůĺśńěŋŋőčő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ řăğŋżňĺ śŕőśőąăňĺ.

Őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ğăłń¿ůăěšś£ ć śńěďş¿źěň. Ŕő ĺğćěśšŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ťşŋłűĺĺ y(x) ć şğńăţ x = x_{n+i}, i = 0, . . . , k, śšřőĺšś£ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ Ńăŋčřăŋęă L_{k,n+k}(x). Šőčďă y(x) = L_{k,n+k}(x) + r_{k,n+k}(x), (16) čďě r_{k,n+k}(x) = y^{(k+1)}(ξ) (k + 1)! k∏ i=0 (x − x_{n+i}), ξ | ŕřőňěęşšőůŋă£ šőůłă ňěęďş x_{n+k} ĺ x_n. Ďĺťťěřěŋűĺřş£ (16), ŕőńşůăěň y^′(x) = L^′_{k,n+k} (x) + r^′_{k,n+k}(x). Ŕőďśšăćń££ x = x_{n+k}, ĺňěěň

y^′(x_{n+k}) = 1 h k∑ i=0 C_iy(x_{n+i}) + r^′_{k,n+k}(x_{n+k}), (17)

čďě C_i | ćŕőńŋě őŕřěďěńěŋŋżě ůĺśńă, r^′_{k,n+k}(x_{n+k}) = y^{(k+1)}(ξ)

k + 1 h^k. Şňŋőęĺň (17) ŋă h: hy^′(x_{n+k}) = k∑ i=0 C_iy(x_{n+i}) + hr^′_{k,n+k}(x_{n+k}). (18) Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ťőřňşńş ćĺďă (2.2) ś şśńőćĺěň ŋőřňĺřőćłĺ (2.16), ŕőďěńĺň (18) ŋă C_k: k∑ i=0 α_iy(x_{n+i}) − hβ_kf (x_{n+k}, y(x_{n+k})) = ρ_{n+k}, (19) čďě α_i = C_i C_k , α_k = 1, β_k = 1 C_k , ρ_{n+k} = −hr^′_{k,n+k}(x_{n+k})β_k = − β_k k + 1 h^{k+1}y^{(k+1)}(ξ). (20) Őšąřăśżćă£ ć (19) őśšăšőůŋżľ ůńěŋ, ŕőńşůăěň łőŋěůŋő-řăğŋőśšŋőě şřăćŋěŋĺě k∑ i=0 α_iy_{n+i} − hβ_kf(x_{n+k}, y_{n+k}) = 0, α_k = 1, (21)

ăŕŕřőłśĺňĺřş¿źěě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě (1.1) ś ŕőř£ďłőň O(h^k). Ńőłăńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ (20) ťőřňşńż (21) ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě ρ_{n+k} = − β_k k + 1 h^{k+1}y^{(k+1)}(x_n) + O(h^{h+2}). (22) Ŋěśłőńĳłő ťőřňşń ćĺďă (21) řăğńĺůŋőľ śšěŕěŋĺ ćňěśšě ś şłăğăŋĺěň ŕőř£ďłă řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ĺ łő¡ťťĺűĺěŋšă ŕřĺ čńăćŋőň ůńěŋě ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺćěďěŋż ć šăąń. 1.

Š ă ą ń ĺ ű ă 1.

Ťőřňşńż ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋăğăď ďń£ řěÿěŋĺ£ ęěśšłĺţ şřăćŋěŋĺľ

Ńőłăńĳŋă£ Ťőřňşńă Ŕőř£ďőł Śšěŕěŋĳ ŕőčřěÿŋőśšĳ k s C_{k+1} h^{k+1}y^{(k+1)}(xn)

1 2 3 4 5

1 y_{n+2} = 4 3 y_{n+1} − 1 3 yn + 2 3 h f_{n+2} 2 2 − 2 9 h^3y^{(3)}

2 y_{n+3} = 18 11 y_{n+2} − 9 11 y_{n+1} + 2 11 yn + 6 11 h f_{n+3} 3 3 − 3 22 h^4y^{(4)}

3 y_{n+4} = 48 25 y_{n+3} − 36 25 y_{n+2} + 16 25 y_{n+1} − 3 25 yn + 12 25 h f_{n+4} 4 4 − 12 125 h^5y^{(5)}

4 y_{n+5} = 300 137 y_{n+4} − 300 137 y_{n+3} + 200 137 y_{n+2} − 75 137 y_{n+1} + 12 137 yn + 5 5 − 10 137 h^6y^{(6)} + 60 137 h f_{n+5} 5 y_{n+6} = 360 147 y_{n+5} − 450 147 y_{n+4} + 400 147 y_{n+3} − 225 147 y_{n+2} + 72 147 y_{n+1} − 6 6 − 20 343 h^7y^{(7)} − 10 147 yn + 60 147 h f_{n+6}

Ğăňěšĺň, ůšő ŋě£ćŋżľ ňěšőď İľńěřă (1.126) £ćń£ěšś£ ňěšőďőň ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋăğăď ŕěřćőčő ŕőř£ďłă.

Řăśśňőšřĺň ŕřĺňěŋěŋĺě ňěšőďă ćšőřőčő ŕőř£ďłă ďń£ řěÿěŋĺ£ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż (1.120) ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň (1.121), ňăšřĺűă A łő¡ťťĺűĺěŋšőć łőšőřőľ ĺňěěš őšřĺűăšěńĳŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺě. Ŕřĺňěŋĺň ťőřňşńş (21) ŕřĺ k = 2

y_{n+2} − 4 3 y_{n+1} + 1 3 y_n − 2 3 hf_{n+2} = 0 (23)

ł şřăćŋěŋĺ¿ (5). Šőčďă ŕőńşůĺň řăğŋőśšŋőě şřăćŋěŋĺě

y_{n+2} − 4 3 y_{n+1} + 1 3 y_n − 2 3 hλy_{n+2} = 0, ĺńĺ ( 1 − 2 3 hλ ) y_{n+2} − 4 3 y_{n+1} + 1 3 y_n = 0. (24)

Őąźěě řěÿěŋĺě (24) ĺňěěš ćĺď y_n = C_1z^n_1 + C_2z^n_2 , (25) čďě z_1, z_2 | łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ ( 1 − 2 3 hλ ) z^2 − 4 3 z + 1 3 = 0. (26)

Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ďă¿š

z_{1,2} = 4 3 ± 2 3 √ 1 + 2hλ 2 ( 1 − 2 3 hλ ) = 2 ± √ 1 + 2hλ 3 ( 1 − 2 3 hλ ) .

Ŕşśšĳ λ < 0 ĺ h > 0. Ěśńĺ 1 + 2hλ > 0, šő |z_{1,2}| < 1. Ěśńĺ 1 + 2hλ < 0, šő √ 1 + 2hλ = i √ 2h|λ| − 1 . Šőčďă |z_{1,2}|^2 = 4 + (2h|λ| − 1) 9 ( 1 + 2 3 h|λ| )2 = 3 + 2h|λ| (3 + 2h|λ|)^2 = 1 3 + 2h|λ| < 1 3 < 1.

Šăłĺň őąřăğőň, |z_{1,2}| < 1 ŕřĺ ń¿ąőň λ < 0. Ĺğ (25) śńěďşěš, ůšő ŕřĺ λ < 0 ń¿ąőě řěÿěŋĺě řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺě (24) śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ n →∝. Ěśńĺ ťőřňşńă (23) ŕřĺňěŋ£ěšś£ ł řěÿěŋĺ¿ ğăďăůĺ (1.120), (1.121), šő ćśě śőśšăćń£¿źĺě (7) řěÿěŋĺ£ (3) řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£

y_{n+2} − 4 3 y_{n+1} + 1 3 y_n − 2 3 hAy_{n+2} = 0

śšřěň£šś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ n →∝. Ğŋăůĺš, ŕřĺňěŋěŋĺě ňěšőďă ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋăğăď, őśŋőćăŋŋőčő ŋă ťőřňşńě (23), ŕőğćőń£ěš şćěńĺůĺćăšĳ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕőśńě ŕřőţőęďěŋĺ£ ŕőčřăŋĺůŋőčő śńő£. Šăłĺň ęě śćőľśšćőň őąńăďă¿š ćśě ňěšőďż, ŕřĺćěďěŋŋżě ć šăąń. 1.

Ŕőłăğăŋő, ůšő ĺ ďń£ łőňŕńěłśŋżţ λ = a + bi ś őšřĺűăšěńĳŋőľ řěăńĳŋőľ ůăśšĳ¿ a < 0 łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ (26) ŕő ňőďşń¿ ňěŋĳÿě ěďĺŋĺűż. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ ďń£ şśšőľůĺćżţ śĺśšěň, ĺňě¿źĺţ łřőňě ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ěźě ĺ łőňŕńěłśŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ś őšřĺűăšěńĳŋżňĺ řěăńĳŋżňĺ ůăśš£ňĺ, ŕřĺňěŋěŋĺě (23) ŕőğćőń£ěš şćěńĺůĺćăšĳ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, őčřăŋĺůĺćă£ ěčő ěďĺŋśšćěŋŋżň šřěąőćăŋĺěň ďőśšĺęěŋĺ£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ.

Ğăňěšĺň, ůšő łőŋśšăŋšă ć ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŋě£ćŋőčő ňěšőďă šřăŕěűĺľ ňěŋĳÿě śőőšćěšśšćş¿źěľ łőŋśšăŋšż ťőřňşńż (23).

Šěŕěřĳ ŕěřěľďěň ł řăśśňőšřěŋĺ¿ ďřşčĺţ ňěšőďőć, őśŋőćăŋŋżţ ŋă ťőřňşńăţ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋăğăď. Ňěšőďż ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋăğăď (21), ŕřĺňěŋěŋŋżě ł şřăćŋěŋĺ¿ ćĺďă (5), ŕřĺćőď£š ł řăğŋőśšŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ k∑ i=0 α_iy_{n+i} − hβ_kλy_{n+k} = 0. (27)

Śőőšćěšśšćş¿źěě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ćĺď k∑ i=0 α_iz^i − hβ_kλz^k = 0. Ďőłăğăŋő, ůšő ŕřĺ k = 3, 4, 5, 6 łőřŋĺ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ šăłęě şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ¿ |z| < 1 ďń£ ćśěţ hλ = h(a + bi), ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ŋěłőšőřőľ őąńăśšĺ łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ, śőďěřęăźěľ ąěśłőŋěůŋżľ łńĺŋ π − α < arg λ < π + α, (28) čďě 0 < α < π 2 . Łřőňě şłăğăŋŋőčő łńĺŋă ¡šă őąńăśšĳ śőďěřęĺš ŕőńşŕńőśłőśšĳ, ğăďăćăěňş¿ ŋěřăćěŋśšćőň ha < D, čďě D | ŋěłőšőřőě őšřĺűăšěńĳŋőě ůĺśńő. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćśě śőśšăćń£¿źĺě (7) řěÿěŋĺ£ (3) řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£_k ∑ i=0 α_iy_{n+i} − hβ_kAy_{n+k} = 0 ąşďşš ğăšşţăšĳ, ěśńĺ ďń£ ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń λ_j ğŋăůěŋĺ£ hλ_j ŕřĺŋăďńěęăš şłăğăŋŋőľ őąńăśšĺ.

3. Řěăńĺğăűĺ£ ŋě£ćŋżţ ňěšőďőć. Ďń£ řěÿěŋĺ£ řăğŋőśšŋżţ şřăćŋěŋĺľ (2.2) ć čń. 2 ŕřěď-

ńăčăńś£ ňěšőď ŕřőśšőľ ĺŋšěřăűĺĺ (2.96), ŋěőąţőďĺňżň şśńőćĺěň śţőďĺňőśšĺ łőšőřőčő £ćń£ěšś£ şśńőćĺě (2.97) hL|β_k| < 1. Őďŋăłő ć śńşůăě ęěśšłĺţ śĺśšěň şřăćŋěŋĺľ ćżŕőńŋ£ěšś£ şśńőćĺě max 1 < j < M |λ_j| ≫ 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ć śĺńş śőőšŋőÿěŋĺ£ max 1 < j < M |λ_j| < L łőŋśšăŋšă Ńĺŕÿĺűă ďń£ šăłĺţ śĺśšěň ćěńĺłă: L ≫ 1. Ŕő¡šőňş şśńőćĺě (2.97) śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺŋšěřăűĺĺ ŕřĺćőďĺš ł śĺńĳŋőňş őčřăŋĺůěŋĺ¿ ŋă ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, łőšőřőě ňż śšăřăńĺśĳ şśšřăŋĺšĳ. Ćőš ŕőůěňş ŕřĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ ęěśšłĺţ śĺśšěň őš ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ śńěďşěš őšłăğăšĳś£.

Ŕěřěŕĺÿěň ťőřňşńż ŋě£ćŋżţ ňěšőďőć İľńěřă (1.126), šřăŕěűĺĺ (13) ĺ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋăğăď (21) ć śńěďş¿źěň ćĺďě:

y_{n+1} − y_n − hf(x_{n+1}, y_{n+1}) = 0, (29)

y_{n+1} − y_n − h 2 f(x_n, y_n) − h 2 f(x_{n+1}, y_{n+1}) = 0, (30)

y_{n+k} + k−1∑ i=0 α_iy_{n+i} − hβ_kf (x_{n+k}, y_{n+k}) = 0 (31) ĺ ŕřĺňěŋĺň ďń£ řěÿěŋĺ£ ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă. Šőčďă ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ďń£ şřăćŋěŋĺ£ (31) ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋ šăł: ďń£ ν = 0, 1, . . .

y^{(ν+1)} n+k = y^{(ν)}_{n+k} − E − hβk ∂f(xn+k, y (ν) n+k) ∂y −1 × ( y^{(ν)}_{n+k} + k−1∑ i=0 α_iy_{n+i} − hβ_kf (x_{n+k}, y^{(ν)}_{n+k}) ) . (32)

Ťőřňşńă (32) ňőęěš ążšĳ řěăńĺğőćăŋă ńĺąő ćżůĺśńěŋĺěň őąřăšŋőľ ďń£ G = E − hβ_k ∂f(x_{n+k}, y^{(ν)}_{n+k}) ∂y ňăšřĺűż ĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżň ŋăţőęďěŋĺěň y^{(ν+1)}_{n+k} ŕő ťőřňşńě y^{(ν+1)} n+k = y^{(ν)}_{n+k} − G^{−1}(y^{(ν)}_{n+k} + υ − hβ_kf(x_{n+k}, y^{(ν)}_{n+k})), (32^′) čďě υ = k−1∑ i=0 α_iy_{n+i}, ńĺąő řěÿěŋĺěň ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ G(y^{(ν+1)}_{n+k} − y^{(ν)}_{n+k}) = −y^{(ν)}_{n+k} − υ + hβ_kf(x_{n+k}, y^{(ν)}_{n+k}). (33)

Ďń£ řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż (33) ňőęěš ążšĳ ŕřĺňěŋěŋő LU{řăğńőęěŋĺě ňăšřĺűż G, čďě L | ŋĺęŋ££ šřěşčőńĳŋă£ ňăšřĺűă, U | ćěřţŋ££ šřěşčőńĳŋă£ ňăšřĺűa, ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőě řěÿěŋĺě ďćşţ ńĺŋěľŋżţ śĺśšěň: śŋăůăńă řěÿěŋĺě śĺśšěňż

Lz = −y^{(ν)}_{n+k} − υ + hβ_kf(x_{n+k}, y^{(ν)}_{n+k}) (34)

ś ŋĺęŋěľ šřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ, ğăšěň řěÿěŋĺě śĺśšěňż

Uw = z (35)

ś ćěřţŋěľ šřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ. Ŕőśńě ¡šőčő řěÿěŋĺě (33) ŋăţőďĺšś£ ŕő ťőřňşńě

y^{(ν+1)} n+k = y^{(ν)}_{n+k} + w. Ŋă łăęďőľ ĺšěřăűĺĺ šřěąşěšś£ ćżůĺśńěŋĺě ňăšřĺűż §łőąĺ, őąřăźěŋĺě ňăšřĺűż G ĺńĺ řěÿěŋĺě śĺśšěňż (33). Ůăśšő ŕřĺňěŋ£ěšś£ ňőďĺťĺűĺřőćăŋŋżľ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă, łőšőřżľ ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ćżůĺśńěŋĺě ňăšřĺűż §łőąĺ ĺ őąřăźěŋĺě ňăšřĺűż G ĺńĺ ěě LU{řăğńőęěŋĺě ŕřőĺğćőď£šś£ šőńĳłő őďĺŋ řăğ ĺ ćśě ĺšěřăűĺĺ ďń£ ν = 1, 2, . . . ćżŕőńŋ£¿šś£ ś őďŋőľ ĺ šőľ ęě őąřăšŋőľ ňăšřĺűěľ G^{−1} ĺńĺ ś őďŋĺňĺ ĺ šěňĺ ęě ňăšřĺűăňĺ L ĺ U:

y^{(ν+1)} n+k = y^{(ν)}_{n+k} − E − hβk ∂f(xn+k, y (0) n+k) ∂y −1 × ( y^{(ν)}_{n+k} + υ − hβ_kf(x_{n+k}, y^{(ν)}_{n+k}) ) . Ďăńěě, ěśńĺ ňăšřĺűă §łőąĺ ňăńő ĺğňěŋ£ěšś£ őš šőůłĺ (x_{n+k}, y_{n+k}) ł šőůłě (x_{n+k+1}, y_{n+k+1}), šő őďŋă ĺ šă ęě ňăšřĺűă

G^{−1} = E − hβk ∂f(xn+k, y (0) n+k) ∂y −1

(ĺńĺ őďŋă ĺ šă ęě LU{ťăłšőřĺğăűĺ£) ňőęěš ążšĳ ĺśŕőńĳğőćăŋă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ć ŋěśłőńĳłĺţ šőůłăţ x_{n+k}, x_{n+k+1}, x_{n+k+2}, . . . .

Ěśńĺ ęě ŕřĺ ŋăţőęďěŋĺĺ řěÿěŋĺ£ ć ŋěłőšőřőľ šőůłě x_{n+k+m} śţőďĺňőśšĳ ŋě ďőśšĺčăěšś£ ğă ňăłśĺňăńĳŋő ďőŕşśšĺňőě ůĺśńő ĺšěřăűĺľ, šő ćŋőćĳ ćżůĺśń£ěšś£ ňăšřĺűă §łőąĺ ĺ ćŋőćĳ ŋăţőďĺšś£ őąřăšŋă£ ňăšřĺűă

G^{−1} = E − hβk ∂f(xn+k+m, y (0) n+k+m) ∂y −1

ĺńĺ śŋőćă ŕřőĺğćőďĺšś£ LU{řăğńőęěŋĺě ňăšřĺűż G. Ăŋăńőčĺůŋżľ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ŕřőĺğćőďĺšś£ ĺ ŕřĺ řěÿěŋĺĺ şřăćŋěŋĺľ (29), (30).

Šěŕěřĳ őąśşďĺň ćőŕřőś ő ćżąőřě ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£. Ćżąőř ţőřőÿěčő ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ĺňěěš śşźěśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, šăł łăł őš ŋěčő ğăćĺśĺš ŋě šőńĳłő śţőďĺňőśšĳ, ŋő ĺ łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ, ŋěőąţőďĺňżţ ďń£ ďőśšĺęěŋĺ£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ, ă ğŋăůĺš, ĺ ůĺśńő ćżůĺśńěŋĺľ ĺ őąřăźěŋĺľ (ĺńĺ ťăłšőřĺğăűĺľ) ĺšěřăűĺőŋŋőľ ňăšřĺűż G. Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ĺśŕőńĳğş¿šś£ řăğńĺůŋżě śŕőśőąż. Ŋăŕřĺňěř, ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ňőęěš ążšĳ ŋăľďěŋő ś ŕőňőźĳ¿ £ćŋőľ ťőřňşńż ćĺďă y_{n+k} = − k−1∑ i=0 α_iy_{n+i} + hβ_{k−1}f(x_{n+k−1}, y_{n+k−1}), (36) łőšőřş¿ ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋş¿ ťőřňşńş İřňĺšă, ŕőśšřőěŋŋş¿ ŕő ğŋăůěŋĺ£ň ťşŋłűĺĺ y(x) ć šőůłăţ x = x_j, j = n, . . ., n + k − 1, ĺ ěě ŕřőĺğćőďŋőľ ć šőůłě x_{n+k−1}. Ŕřĺ ¡šőň ńőłăńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ (36) ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^{k+1}).

Ŋěśłőńĳłő šăłĺţ ťőřňşń řăğŋżţ śšěŕěŋěľ ŕřĺćěďěŋż ŋĺęě. Ťőřňşńă ćšőřőľ śšěŕěŋĺ: y_{n+2} = y_n + 2hf(x_{n+1}, y_{n+1}).

Ťőřňşńă šřěšĳěľ śšěŕěŋĺ:

y_{n+3} = − 3 2 y_{n+2} + 3y_{n+1} − 1 2 y_n + 3hf(x_{n+2}, y_{n+2}).

Ťőřňşńă ůěšćěřšőľ śšěŕěŋĺ:

y_{n+4} = −10 3 y_{n+3} + 6y_{n+2} − 2y_{n+1} + 1 3 y_n + 4hf(x_{n+3}, y_{n+3}).

Ťőřňşńă ŕ£šőľ śšěŕěŋĺ:

y_{n+5} = − 65 12 y_{n+4} + 10y_{n+3} − 5y_{n+2} + 5 3 y_{n+1} − 1 4 y_n + 5hf(x_{n+4}, y_{n+4}).

Ťőřňşńă ÿěśšőľ śšěŕěŋĺ:

y_{n+6} = −77 10 y_{n+5} + 15y_{n+4} − 10y_{n+3} + 5y_{n+2} − 3 2 y_{n+1} + 1 5 y_n + 6hf(x_{n+5}, y_{n+5}).

Ŕřĺćěďěŋŋżě ťőřňşńż ňőčşš ążšĳ ŕőśšřőěŋż šăłęě ňěšőďőň ŋěőŕřěďěńěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć. Ŋăŕřĺňěř, ďń£ šőčő ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ťőřňşńş k-ľ śšěŕěŋĺ (36), łő¡ťťĺűĺěŋšż α_i ĺ β_{k−1} ŕőďąĺřă¿šś£ šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ťőřňşńă (36) ążńă šőůŋă ďń£ ćśěţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě k.

Ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ňőęěš ążšĳ ŋăľďěŋő šăłęě ŕő ¡łśšřăŕőń£űĺőŋŋőľ ťőřňşńě

y_{n+k} = k∑ i=0 A_iy_{n−1+i}, ŕőśšřőěŋŋőľ ŕő ğŋăůěŋĺ£ň ťşŋłűĺĺ y(x) ć şğńăţ x = x_j, j = n − 1, n, . . ., n + k − 1, ŕřĺ ¡šőň ńőłăńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ŕřěďśłăğăŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ šăłęě ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^{k+1}). Ŋěśłőńĳłő šăłĺţ ťőřňşń řăğŋżţ śšěŕěŋěľ ŕřĺćěďěŋż ŋĺęě. Ťőřňşńă ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ: y_{n+2} = 2y_{n+1} − y_n.

Ťőřňşńă ćšőřőľ śšěŕěŋĺ: y_{n+3} = 3y_{n+2} − 3y_{n+1} + y_n.

Ťőřňşńă šřěšĳěľ śšěŕěŋĺ: y_{n+4} = 4y_{n+3} − 6y_{n+2} + 4y_{n+1} − y_n.

Ťőřňşńă ůěšćěřšőľ śšěŕěŋĺ:

y_{n+5} = 5y_{n+4} − 10y_{n+3} + 10y_{n+2} − 5y_{n+1} + y_n. Ťőřňşńă ŕ£šőľ śšěŕěŋĺ:

y_{n+6} = 6y_{n+5} − 15y_{n+4} + 20y_{n+3} − 15y_{n+2} + 6y_{n+1} − y_n.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ćőŕřőś ő ćżůĺśńěŋĺĺ ňăšřĺűż §łőąĺ ∂f ∂y . Ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ řěÿěŋĺ£ ęěśšłőľ śĺśšěňż ŋăř£ďş ś ťőřňşńăňĺ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ f(x, y) ĺśŕőńĳğş- ¿šś£ ťőřňşńż ďń£ ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ. Őďŋăłő ążćăěš šăł, ůšő ¡šĺňĺ ťőřňşńăňĺ ŋě ćśěčďă şďőąŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£. Ŕő¡šőňş ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ ŕřĺňěŋ£¿šś£ ťőřňşńż ůĺśńěŋŋőčő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£, ŋăŕřĺňěř, ťőřňşńż ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ŕő ´y^j ∂f^i ∂y^j = f^i(x, y^1, . . . , y^{j−1}, y^j + ´y^j, y^{j+1}, . . . , y^M ) − f^i(x, y^1, . . . , y^{j−1}, y^j, . . . , y^M ) ´y^j (37) ĺ ćšőřőčő ŕőř£ďłă ŕő ´y^i ∂f^j ∂y^j = f^i(x, y^1, . . . , y^{j−1}, y^j + ´y^j, y^{j+1}, . . . , y^M ) − f^i(x, y^1, . . . , y^{j−1}, y^j − ´y^j, y^{j+1}, . . . , y^M ) 2´y^j . (38) Ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ňăšřĺűż §łőąĺ ś ŕőňőźĳ¿ (37) šřěąşěšś£ M + 1 ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ f(x, y) = (f^1(x, y), . . ., f^M (x, y)), ă ś ŕőňőźĳ¿ (38) | 2M ćżůĺśńěŋĺľ.

4. Ňěšőď Čĺřă. 4.1. Ćżćőď ťőřňşń ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Ŕěřěľďěň ł ĺğńőęěŋĺ¿

ěźě őďŋőčő ňěšőďă řěÿěŋĺ£ ęěśšłĺţ śĺśšěň. İšőš ňěšőď śšřőĺšś£ ŋă őśŋőćě ťőřňşń ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŋăğăď (21).

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ďń£ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (21) ŋăţőďĺšś£ ŕő ťőřňşńě (36). Őąőğŋăůĺň m = n + k ĺ ŕěřěŕĺÿěň ťőřňşńş (36) ć śńěďş¿źěň ćĺďě:

y_m = − k∑ i=1 α_{k−i}y_{m−i} + hβ_{k−1}f(x_{m−1}, y_{m−1}). Őąőğŋăůĺň A_i = −α_{k−i}, B_1 = β_{k−1} ĺ ğăňěŋĺň m ŋă n. Šőčďă

y_n = k∑ i=1 A_iy_{n−i} + hB_1f(x_{n−1}, y_{n−1}). Ăŋăńőčĺůŋő ŕřěőąřăğşěň ťőřňşńş (21):

y_m = − k∑ i=1 α_{k−i}y_{m−i} + hβ_kf(x_m, y_m). Őąőğŋăůĺň a_i = −α_{k−i}, b_0 = β_k ĺ ğăňěŋĺň m ŋă n. Šőčďă

y_n = k∑ i=1 a_iy_{n−i} + hb_0f(x_n, y_n). Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źĺľ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś:

y^{(0)}_n = k∑ i=1 A_iy_{n−i} + hB_1f_{n−1}, (39)

y^{(ν+1)} n = k∑ i=1 a_iy_{n−i} + hb_0f(x_n, y^{(ν)}_n ), ν = 0, 1, 2, . . . . (40) Ĺğ (40) ŕőńşůăěň y^{(ν+1)} n = y^{(ν)}_n + b_0(hf(x_n, y^{(ν)}_n ) − hf(x_n, y^{(ν−1)}_n )), ν = 1, 2, . . . .

Őŕřěďěńĺň ν-ě ŕřĺąńĺęěŋĺě ďń£ ŕřőĺğćőďŋőľ hy^′(x_n) ŕő ťőřňşńě hy^{0 (ν)}_n = hf(x_n, y^{(ν−1)}_n ), ν = 1, 2, . . . ; (41) ŕőčřěÿŋőśšĳ ¡šőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ďń£ hy^′(x_n) ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^{k+2}). Šőčďă y^{(ν+1)} n = y^{(ν)}_n + b_0(hf(x_n, y^{(ν)}_n ) − hy^{0(ν)}_n ), ν = 1, 2 . . . . (42)

Ćżůšěň (39) ĺğ (40) ŕřĺ ν = 0:

y^{(1)}_n = y^{(0)}_n + k∑ i=1 (a_i − A_i)y_{n−i} + hb_0f(x_n, y^{(0)}_n ) − hB_1f_{n−1} =

= y^{(0)}n + b_0 ( hf(x_n, y^{(0)}n ) − k∑ i=1 A_i − a_i b_0 y_{n−i} − h B_1 b_0 f_{n−1} ) . (43)

Őąőğŋăůĺň γ_i = A_i − a_i b_0

, δ_1 =

B_1 b_0 ĺ őŕřěďěńĺň ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ďń£ ŕřőĺğćőďŋőľ hy^′(x_n) ŕő ťőřňşńě

hy^{0 (0)}_n = k∑ i=1 γ_iy_{n−i} + hδ_1f_{n−1}. (44)

Ğăňěšĺň, ůšő ŕőčřěÿŋőśšĳ ¡šőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł hy^′(x_n) ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^{k+1}). Šőčďă (43) ŕřĺňěš ćĺď y^{(1)}_n = y^{(0)}_n + b_0(hf(x_n, y^{(0)}_n ) − hy^{0 (0)}_n ). (45)

Ĺğ (45) śńěďşěš, ůšő ťőřňşńă (42) śŕřăćěďńĺćă šăłęě ďń£ ν = 0. Ŕřĺ ¡šőň hy^{0 (0)}n őŕřěďěń£ěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ (44).

Bćěďěň ć řăśśňőšřěŋĺě ćěłšőřż Y_n = (y_n, hy^′_n, y_{n−1}, . . . , y_{n−k+1})^T ĺ Y(x_n) =^(y(x_n), hy^′(x_n), y(x_{n−1}), . . . , y(x_{n−k+1})^{)T} . Ŕěřćă£ łőňŕőŋěŋšă y_n ćěłšőřă Y_n ăŕŕřőłśĺňĺřşěš y(x_n), ćšőřă£ łőňŕőŋěŋšă hy^′_n ćěłšőřă Y_n ăŕŕřőłśĺňĺřşěš hy^′(x_n). Őśšăńĳŋżě łőňŕőŋěŋšż y_{n−l} ăŕŕřőłśĺňĺřş¿š ğŋăůěŋĺ£ šőůŋőčő řěÿěŋĺ£ y(x_{n−l}), l = 1, 2, . . . , k − 1. Őŕřěďěńĺň šăłęě ćěłšőř

Y^{(ν)}_n = (y^{(ν)}_n , hy^{0 (ν)}_n , y_{n−1}, . . . , y_{n−k+1})^T

ĺ ňăšřĺűş

D =

A_1 B_1 A_2 . . . A_{k−1} A_k γ_1 δ_1 γ_2 . . . γ_{k−1} γ_k 1 0 0 . . . 0 0 0 0 1 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1 0

.

Šőčďă ŕřěďśłăğżćă¿źĺě ťőřňşńż (39) ĺ (44) ďń£ řěÿěŋĺ£ y(x_n) ĺ ŕřőĺğćőďŋőľ hy^′(x_n) ňőčşš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋż ć ćĺďě śńěďş¿źěčő řăğŋőśšŋőčő ćěłšőřŋőčő śőőšŋőÿěŋĺ£:

Y^{(0)}_n = DY_{n−1}. (46)

Ŕőčřěÿŋőśšĳ ŕěřćőľ ĺ ćšőřőľ łőňŕőŋěŋšż ćěłšőřă Y^{(0)}n ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^{k+1}), ă ďń£ őśšăńĳŋżţ řăćŋă ŋşń¿, ěśńĺ y_{n−i} = y(x_{n−i}), i = 1, . . . , k − 1, ĺ O(h^{k+2}), ěśńĺ y(x_{n−i}) − y_{n−i} = O(h^{k+2}). Śńěďőćăšěńĳŋő,

Y(x_n) − Y^{(0)}_n = O(h^{k+1}). (47)

Ĺğ (41) śńěďşěš, ůšő hy^{0 (ν+1)} n = hy^{0 (ν)}_n + hf(x_n, y^{(ν)}_n ) − hy^{0 (ν)}_n . (48)

Ććěďěň ćěłšőř c = (b_0, 1, 0, . . . , 0)^T ĺ ťşŋłűĺ¿ ŋěć£ğłĺ

F (Y^{(ν)}_n ) = hf(x_n, y^{(ν)}_n ) − hy^{0 (ν)}_n . (49)

Šőčďă ĺśŕřăćń£¿źĺě ťőřňşńż (42) ĺ (48) ďń£ řěÿěŋĺ£ y(x_n) ĺ ŕřőĺğćőďŋőľ hy^′(x_n) ňőčşš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋż ć ćĺďě

Y^{(ν+1)}_n = Y^{(ν)}_n + cF (Y^{(ν)}_n ). (50)

Ŕőčřěÿŋőśšĳ ŕěřćőľ łőňŕőŋěŋšż ćěłšőřă Y^{(ν+1)}_n ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^{k+1}), ŕőčřěÿŋőśšĳ ćšőřőľ łőňŕőŋěŋšż | O(h^{k+2}), ă ďń£ őśšăńĳŋżţ łőňŕőŋěŋš ŕőčřěÿŋőśšĳ šăłă£ ęě, łăł ďń£ Y^{(0)}n . Śńěďőćăšěńĳŋő,

Y(x_n) − Y^{(ν+1)}_n = O(h^{k+1}). (51)

Ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś (39), (40) śţőďĺšś£ ł y_n , ěśńĺ h ďőśšăšőůŋő ňăńő. Śńěďőćăšěńĳŋő, ąşďěš śţőďĺšĳś£ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś (46), (50):

Y^{(ν)}_n −→ Y_n ĺ Y(x_n) − Y_n = O(h^{k+1}). (52)

Őŕřěďěńĺň ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Q, ŕěřěćőď£źěě ćěłšőř Y(x_n) ć ćěłšőř Z(x_n) + O(h^{k+1}), čďě Z(x_n) = ( y(x_n), hy^′(x_n), h^2y^{′′}(x_n) 2 , . . . , h^ky^{(k)}(x_n) k! )T , š.ě.

QY(x_n) = Z(x_n) + O(h^{k+1}), (53)

ĺńĺ, ğăŕĺśżćă£ ŕőłőňŕőŋěŋšŋő,

y(x_n) hy^′(x_n) y(x_{n−1}) y(x_{n−2}) . . . y(x_{n−k+1})

Q −→ y(x_n) hy^′(x_n) h^2y^{′′}(x_n) 2 h^3y^{′′′}(x_n) 6 . . . h^ky^{(k)}(x_n) k!

+ O(h^{k+1}). (53^′)

Ćěłšőř Z(x_n) ŋăğżćăěšś£ ćěłšőřőň Ŋőřďśĺłă.

Ňăšřĺűş Q šăłőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňőęŋő ŋăľšĺ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Šăł łăł ŕřěőąřăğőćăŋĺě Q ŋě ňěŋ£ěš ŕěřćżě ďćě łőňŕőŋěŋšż ćěłšőřă Y(x_n), šő ŕěřćżě ďćě śšřőłĺ ňăšřĺűż Q ĺňě¿š ćĺď 1 0 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0 .

Ůšőąż ŋăľšĺ l-¿ śšřőłş ňăšřĺűż Q q_{l1}, q_{l2}, . . . , q_{l,k+1} (l > 3), ŋăďő řăğńőęĺšĳ ćśě śńăčăěňżě ć ńěćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă

q_{l1}y(x_n) + q_{l2}hy^′(x_n) + q_{l3}y(x_{n−1}) + . . . + q_{l,k+1}y(x_{n−k+1}) = h^{l−1}y^{(l−1)}(x_n) (l − 1)!

+ O(h^{k+1}) ŕő śšěŕěŋ£ň h, ă ğăšěň ŕřĺřăćŋ£šĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ h śŕřăćă ĺ śńěćă. Ŕőńşůĺň k +1 şřăćŋěŋĺľ ś k +1 ŋěĺğćěśšŋżňĺ. Řěÿă£ ¡šş śĺśšěňş, ŋăľďěň ¡ńěňěŋšż l-ľ śšřőłĺ. Šăłĺň śŕőśőąőň ŋăţőď£šś£ śšřőłĺ šřěšĳ£, ůěšćěřšă£, . . . , (k + 1)-£. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ k = 3, šő ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ y(x_n) hy^′(x_n) y(x_{n−1}) y(x_{n−2}) Q −→ y(x_n) hy^′(x_n) h^2y^{′′}(x_n) 2 h^3y^{′′′}(x_n) 6

+ O(h^4)

řăćŋă

Q = 1 0 0 0 0 1 0 0 − 7 4 3 2 2 − 1 4 − 3 4 1 2 1 − 1 4

.

İńěňěŋšż šřěšĳěľ śšřőłĺ £ćń£¿šś£ řěÿěŋĺěň śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ q_{31} + q_{33} + q_{34} = 0, q_{32} − q_{33} − 2q_{34} = 0, q_{33} 2 + 2q_{34} = 1 2 , − q_{33} 6 − 8 6 q_{34} = 0,

ă ¡ńěňěŋšż ůěšćěřšőľ śšřőłĺ | řěÿěŋĺěň śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ q_{41} + q_{43} + q_{44} = 0, q_{42} − q_{43} − 2q_{44} = 0, q_{43} 2 + 2q_{44} = 0, − q_{43} 6 − 8 6 q_{44} = 1 6 . Ğăňěšĺň, ůšő ňăšřĺűă Q ŋě ğăćĺśĺš őš h. Ŕřĺ k = 4 ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£

y(x_n) hy^′(x_n) y(x_{n−1}) y(x_{n−2}) y(x_{n−3})

Q−→ y(x_n) hy^′(x_n) h^2y^{′′}(x_n) 2 h^3y^{′′′}(x_n) 3! h^4y^4(x_n) 4!

+ O(h^5) řăćŋă

Q =

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 − 85 36 11 6 3 − 3 4 1 9 5 3 −1 − 5 2 1 − 1 6 − 11 36 1 6 1 2 − 1 4 1 18

.

İńěňěŋšż l-ľ śšřőłĺ, l = 3, 4, 5, £ćń£¿šś£ řěÿěŋĺěň śńěďş¿źěľ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ:

q_{l1} + q_{l3} + q_{l4} + q_{l5} = 0 | łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ h^0,

q_{l2} − q_{l3} − 2q_{l4} − 3q_{l5} = 0 | łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ h, q_{l3} 2 + 2q_{l4} + 9 2 q_{l5} = δ_{l3} 2 | łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ h^2, − q_{l3} 6 − 8 6 q_{l4} − 27 6 q_{l5} = δ_{l4} 6 | łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ h^3, q_{l3} 24 + 16 24 q_{l4} + 81 24 q_{l5} = δ_{l5} 24 | łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ h^4.

Ğďěśĳ δ_{l3}, δ_{l4}, δ_{l5} | śĺňćőń Łřőŋěłěřă.

Ŕřěőąřăğőćăŋĺě Q ŕěřěćőďĺš ćěłšőř Y_n ć ćěłšőř

Z_n = QY_n = Q(Y(x_n) + O(h^{k+1})) = QY(x_n) + O(h^{k+1}) = Z(x_n) + O(h^{k+1}). (54)

Ěśńĺ ğăŕĺśăšĳ ¡šő ŕőłőňŕőŋěŋšŋő, šő ĺňěěň

y_n hy^′_n y_{n−1} y_{n−2} . . . y_{n−k+1}

Q −→ y(x_n) hy^′(x_n) h^2y^{′′}(x_n) 2 h^3y^{′′′}(x_n) 6 . . . h^ky^{(k)}(x_n) k!

+ O(h^{k+1}). (54^′)

Šěŕěřĳ ŕřĺňěŋĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺě Q ł (46). Őąőğŋăůĺň Z^{(0)}n = QY^{(0)}n , Z_{n−1} = QY_{n−1}, ĺ ŕşśšĳ

Y_{n−1} = Y(x_{n−1}). Šőčďă

QY^{(0)}_n = QDY_{n−1} = QD(Q^{−1}Q)Y_{n−1} = (QDQ^{−1})QY_{n−1} = (QDQ^{−1})Z_{n−1}. (55)

Şůĺšżćă£ (47), ŕőńşůăěň

QY^{(0)}_n = Q(Y(x_n) + O(h^{k+1})) = QY(x_n) + O(h^{k+1}) = Z(x_n) + O(h^{k+1}) ĺńĺ Z^{(0)}_n = Z(x_n) + O(h^{k+1}). (56)

Śńěďőćăšěńĳŋő, (QDQ^{−1})Z_{n−1} = Z(x_n) + O(h^{k+1}). (57)

Ćőśŕőńĳğşěňś£ (54), ğăňěŋ££ n ŋă n − 1. Šőčďă ĺğ (57) śńěďşěš

Z(x_n) = (QDQ^{−1})Z(x_{n−1}) + O(h^{k+1}). (58)

Őąőğŋăůĺň P = QDQ^{−1} ĺ řăśŕĺÿěň (58) ŕőłőňŕőŋěŋšŋő:

y(x_n) = p_{11}y(x_{n−1}) + p_{12}hy^′(x_{n−1}) + p_{13} h^2y^{′′}(x_{n−1}) 2 + . . . + p_{1,k+1} h^ky^{(k)}(x_{n−1}) k! + O(h^{k+1}),

hy^′(x_n) = p_{21}y(x_{n−1}) + p_{22}hy^′(x_{n−1}) + p_{23} h^2y^{′′}(x_{n−1}) 2 + . . . + p_{2,k+1} h^ky^{(k)}(x_{n−1}) k! + O(h^{k+1}),

h^2y^{′′}(x_n) 2 = p_{31}y(x_{n−1}) + p_{32}hy^′(x_{n−1}) + p_{33} h^2y^{′′}(x_{n−1}) 2 + . . . + p_{3,k+1} h^ky^{(k)}(x_{n−1}) k! + O(h^{k+1}), . . . . . . . . .. . . . . .. . . . . .. . . . . . . . .. . . . . .. . . . . . . . .. . . . . .. . . . . . . . .. . . . . . . . .. . . . . .. . . . . . . . .. . . . . .. . . h^ky^{(k)}(x_n) k! = p_{k+1,1}y(x_{n−1}) + p_{k+1,2}hy^′(x_{n−1}) + p_{k+1,3} h^2y^{′′}(x^{n−1}) 2 + . . . + p_{k+1,k+1} h^ky^{(k)}(x^{n−1}) k! + + O(h^{k+1}).

Řăśłńăďżćă£ ńěćżě ůăśšĺ ¡šĺţ řăćěŋśšć ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă ĺ ŕřĺřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ h śńěćă ĺ śŕřăćă, ŕőńşůăěň, ůšő ňăšřĺűă P £ćń£ěšś£ šřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ Ŕăśłăń£:

P =

1 1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 2 3 4 5 6 . . . k

1 3 6 10 15 . . . k(k − 1) 2 1 4 10 20 . . . .

1 5 15 . . . . 1 6 . . . . 1 . . . . 0 . . . . . . . k(k − 1) 2 . k 1

. (59)

Őąőğŋăůĺň Z^{(ν)}n = QY^{(ν)}n . Ĺğ (51) śńěďşěš

Z^{(ν)}_n = QY^{(ν)}_n = Q(Y(x_n) + O(h^{k+1})) = QY(x_n) + O(h^{k+1}) = Z(x_n) + O(h^{k+1}). (60)

Ŕřĺňěŋĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺě Q ł (50). Šőčďă

QY^{(ν+1)}_n = QY^{(ν)}_n + QcF (Y^{(ν)}_n ) = Z^{(ν)}_n + I · F (Y^{(ν)}_n ),

čďě I = Qc = (l_0, l_1, . . . , l_k)^T . Šăł łăł ťşŋłűĺ£ ŋěć£ğłĺ F (Y^{(ν)}n ) ğăćĺśĺš šőńĳłő őš ŕěřćżţ ďćşţ

łőňŕőŋěŋš ćěłšőřă Y^{(ν)}n , ă ŕřěőąřăğőćăŋĺě Q ŕěřćżě ďćě łőňŕőŋěŋšż ŋě ňěŋ£ěš, šő ¡šĺ łőňŕőŋěŋšż ćěłšőřă Y^{(ν)}n śőćŕăďă¿š ś ŕěřćżňĺ ďćşň£ łőňŕőŋěŋšăňĺ ćěłšőřă Z^{(ν)}n . Ŕő¡šőňş

Z^{(ν+1)}_n = Z^{(ν)}_n + I · F (Z^{(ν)}_n ).

Ĺğ śţőďĺňőśšĺ Y^{(ν)}_n ł Y_n śńěďşěš śţőďĺňőśšĳ Z^{(ν)}_n ł Z_n. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕřĺţőďĺň ł śńěďş- ¿źěňş śţőď£źěňşś£ ĺšěřăűĺőŋŋőňş ŕřőűěśśş:

Z^{(0)}_n = P Z_{n−1}, (61) Z^{(ν+1)}_n = Z^{(ν)}_n + I · F (Z^{(ν)}_n ), ν = 0, 1, . . . . (62)

Ĺğ (62) śńěďşěš, ůšő

Z^{(ν+1)}_n = Z^{(0)}_n + I^(F (Z^{(0)}_n ) + F (Z^{(1)}_n ) + . . . + F (Z^{(ν)}_n )^).

Ĺğ śţőďĺňőśšĺ (62) ćżšěłăěš, ůšő Z^{(ν+1)}n śţőďĺšś£ ł

Z_n = Z^{(0)}_n + Iω, (63)

čďě ω = lim_{ν→∞} ν∑ j=0 F (Z^j_n), ŕřĺůěň, łăł śńěďşěš ĺğ (62),

F (Z_n) = 0. (64)

Ŕőďśšăćń££ (63) ć (64), ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě

F (Z^{(0)}_n + Iω) = 0. (65)

Řěÿăěň şřăćŋěŋĺě (65) őšŋőśĺšěńĳŋő ω ňěšőďőň Ŋĳ¿šőŋă:

ω^{(ν+1)} = ω^{(ν)} − ( ∂F (Z^{(0)}n + Iω^{(ν)})

∂Z^· I

)_−1

F (Z^{(0)}_n + Iω^{(ν)}).

Şňŋőęĺň őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă ŋă I:

Iω^{(ν+1)} = Iω^{(ν)} − I ( ∂F (Z^{(0)}n + Iω^{(ν)})

∂Z^· I

)_−1

F (Z^{(0)}_n + Iω^{(ν)}).

Ŕřĺąăćĺň ł őąěĺň ůăśš£ň řăćěŋśšćă Z^{(0)}n ĺ őąőğŋăůĺň Z^{(ν)}n = Z^{(0)}n +Iω^{(ν)}. Šőčďă ĺňěěň śńěďş¿źĺľ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś:

Z^{(ν+1)}_n = Z^{(ν)}_n − I ( ∂F (Z^{(ν)}_n )

∂Z^· I

)_−1

F (Z^{(ν)}_n ).

Ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ďń£ ¡šőčő ŕřőűěśśă őŕřěďěń£ěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ (61). Ĺğ (49) ŋăţőďĺň ∂F ∂Z = ( ∂F ∂Z^{1 ,} ∂F ∂Z^{2 , . . . ,} ∂F ∂Z^{k+1} ) = ( h ∂f ∂y , −1, 0, . . . , 0 ) . Őąőğŋăůĺň W = ( ∂F (Z^{(ν)}n )

∂Z^· I

)_−1 = ( hl_0 ∂f(x_n, y^{(ν)}n ) ∂y − l_1 )_−1 . Šőčďă

Z^{(ν+1)}_n = Z^{(ν)}_n − IW F (Z^{(ν)}_n ), (66) ĺńĺ Z^{(ν+1)}_n = Z^{(ν)}_n − I ( hl_0 ∂f(x_n, y^{(ν)}n ) ∂y − l_1 )_−1 ( hf(x_n, y^{(ν)}_n ) − hy^{0 (ν)}_n ) .

Š ă ą ń ĺ ű ă 2 Łő¡ťťĺűĺěŋšż ňěšőďă Čĺřă I = (l_0, l_1, . . . , l_k)^T

Ŕőř£ďőł ňěšőďă k

Łő¡ťťĺűĺěŋšż 2 3 4 5 6

l_0 2 3 6 11 12 25 60 137 20 49 l_1 1 1 1 1 1

l_2 1 3 6 11 7 10 225 274 58 63 l_3 1 11 1 5 85 274 5 12 l_4 1 50 15 274 25 252 l_5 1 274 1 84 l_6 1 1764

Ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś (66) őšńĺůăěšś£ őš ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřőűěśśă (62) šěň, ůšő śńőęěŋĺ¿ ćěłšőřă I · F ś Z^{(ν)}n ć (62) ŕřěďÿěśšćşěš şňŋőęěŋĺě F ŋă ňăšřĺűş W ć (66) ĺ šőńĳłő ŕőśńě ¡šőčő ŕřőĺğćőďĺšś£ łőřřěłűĺ£ ğŋăůěŋĺ£ Z^{(ν)}n .

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ŕřăćă£ ůăśšĳ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ f(x, y) ńĺŋěľŋă ŕő y, šő ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś (66) śőľďěšś£ ğă őďŋş ĺšěřăűĺ¿.

Łőňŕőŋěŋšż ćěłšőřă I = (l_0, l_1, . . . , l_k)^T ďń£ ňěšőďőć řăğŋőčő ŕőř£ďłă ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ ŕřĺćěďěŋż ć šăąń. 2.

4.2. Őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ. Ăćšőňăšĺůěśłĺľ ćżąőř ÿăčă ĺ ŕőř£ďłă. Ŕěřćżě ďćě łőňŕőŋěŋšż ćěłšőřă Y_n řăćŋż ŕěřćżň ďćşň łőňŕőŋěŋšăň ćěłšőřă Z_n, šăł łăł ŕřěőąřăğőćăŋĺě Q ŋě ňěŋ£ěš ŕěřćżě ďćě łőňŕőŋěŋšż. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕěřćőľ łőňŕőŋěŋšż y_n řěÿěŋĺ£ Z_n şřăćŋěŋĺ£ (64) ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ őűěŋłőľ (22) ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż (21) ρ_n = C_{k+1}h^{k+1}y^{(k+1)}(x_n) + O(h^{k+2}), (67) čďě C_{k+1} = − β_k k + 1 . Őąśşďĺň, łăł ŕřăłšĺůěśłĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ őűěŋłőľ (67). Ŋěĺğćěśšŋőľ ćěńĺůĺŋőľ ć (67) £ćń£- ěšś£ y^{(k+1)}(x_n). Ěśńĺ ğăňěŋĺň ŕřőĺğćőďŋş¿ hy^{(k+1)}(x_n) řăğŋőśšĳ¿ ŋăğăď ▽y^{(k)}(x_n), šő ŕřĺ ¡šőň ďőŕşśšĺň ŕőčřěÿŋőśšĳ ŕőř£ďłă O(h^2). Ěśńĺ ğăňěŋĺň h^{k+1}y^{(k+1)}(x_n) ŋă řăğŋőśšĳ ▽(h^ky^{(k)}(x_n)), šő ďőŕşśšĺň őÿĺąłş ŕőř£ďłă O(h^{k+2}):

h^{k+1}y^{(k+1)}(x_n) = ∇(h^ky^{(k)}(x_n)) + O(h^{k+2}).

Łőŋěůŋş¿ řăğŋőśšĳ ∇(h^ky^{(k)}(x_n)) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ěśńĺ ĺğ ŕőśńěďŋěľ łőňŕőŋěŋšż Z_{n,k+1} ćěłšőřă Z_n ćżůěśšĳ ŕőśńěďŋ¿¿ łőňŕőŋěŋšş Z_{n−1,k+1} ćěłšőřă Z_{n−1} ĺ ŕőńşůěŋŋş¿ řăğŋőśšĳ şňŋőęĺšĳ ŋă k!. Śńěďőćăšěńĳŋő, h^{k+1}y^{(k+1)}(x_n) ∼= ∇Z_{n,k+1} · k!

Ć řěğşńĳšăšě ĺňěěň ρ_n ∼= C_{k+1}∇Z_{n,k+1} · k! (68) ĺńĺ, řăśŕĺśżćă£ ŕőłőňŕőŋěŋšŋő, ρ^i_n ∼= C_{k+1}∇Z^i_{n,k+1} · k!, i = 1, 2, . . . , M. Ğăňěšĺň, ůšő ŕőśńěďŋ££ łőňŕőŋěŋšă ćěłšőřă Z_{n−1} śőćŕăďăěš ś ŕőśńěďŋěľ łőňŕőŋěŋšőľ ćěłšőřă

Z^{(0)}n . Ćěńĺůĺŋă ρ^i_n | ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ y^i_n. Ććěďěň šăłęě ďřşčĺě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ šőůŋő-

śšĺ: őšŋőśĺšěńĳŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ ρ^i_n |y^i_n| , ěśńĺ y^i_n ≠ 0, šăł ŋăğżćăěňş¿ śšăŋďăřšŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ ρ^i_n max 0 < j < n |y^i_j| ,

ňěřş ŕőčřěÿŋőśšĺ μ = ρ^i_n |y^i_n| , ěśńĺ |y^i_n| > p_i, ρ^i_n , ěśńĺ |y^i_n| < p_i. Ćśě ŕěřěůĺśńěŋŋżě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ šőůŋőśšĺ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć őąźěň ćĺďě ρ^i_n P^i_n , čďě

P^i_n =

1 ďń£ ăąśőń¿šŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, |y^i_n| ďń£ őšŋőśĺšěńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, max 0 < j < n |y^i_j| ďń£ śšăŋďăřšŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ,

ěśńĺ |y^i_n| < p_i, šő 1, ĺŋăůě |y^i_n| ďń£ ňěřż ŕőčřěÿŋőśšĺ.

Ąşďěň ćěśšĺ łőŋšřőńĳ šőůŋőśšĺ ŕő ŋőřňě M∑ i=1 ( C_{k+1}∇Z^i_{n,k+1} · k! P^i_n )2 = (C_{k+1} · k!)^2 M∑ i=1 ( ∇Z^i_{n,k+1} P^i_n )2 . (69)

Őąőğŋăůĺň E = ( ε C_{k+1}k! )2 , čďě ε | ğăďăŋŋă£ šőůŋőśšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£, ĺ V = M∑ i=1 ( ∇Z^i_{n,k+1} P^i_n )2 . Šőčďă, ěśńĺ V > E, (70) šő śůĺšăěšś£, ůšő ŋă ďăŋŋőň ÿăčě ňěšőď ŋě ďőśšĺčăěš šřěąşěňőľ šőůŋőśšĺ ĺ ćżůĺśńěŋŋőě ğŋăůěŋĺě Z_n ćňěśšě ś šőůłőľ x_n ĺśłń¿ůă¿šś£ ĺğ řăśśňőšřěŋĺ£. Ćżąĺřăěšś£ ŋőćżľ řăğňěř ÿăčă ś ŕőňőźĳ¿ śőőšŋőÿěŋĺ£ (2.154) h^∗ = ξh, čďě ćěńĺůĺŋă ξ ćżąĺřăěšś£ šăł, ůšőąż ŋă ÿăčě h^∗ ďőśšĺčăńăśĳ šřěąşěňă£ šőůŋőśšĳ. İšő ŕřĺćőďĺš ł śńěďş¿źěňş ğŋăůěŋĺ¿ ďń£ ξ: ξ = ( E V )_{12(k+1)}

. (71)

Ťőřňşńă (71) ăŋăńőčĺůŋă ťőřňşńě (1.97) ďń£ őďŋőÿăčőćżţ ňěšőďőć.

Ćňěśšő (71) ňőęŋő ćğ£šĳ ŋěśłőńĳłő ňěŋĳÿěě ğŋăůěŋĺě ξ = 1 1.2 ( E V )_{12(k+1)}

. (72)

Šěŕěřĳ ćżůĺśńěŋĺě ňőęŋő ŕőćšőřĺšĳ ŕő ťőřňşńăň (61), (66), ĺśţőď£ ĺğ šőůłĺ x_{n−1}. Ďń£ ¡šőčő ŋěőąţőďĺňő ŕěřěśůĺšăšĳ ćěłšőř Z_{n−1}. Ŋőćżě ğŋăůěŋĺ£ łőňŕőŋěŋš ¡šőčő ćěłšőřă Z^∗_{n−1} ćżůĺśń£- ¿šś£ ŕő ŕřőśšżň ťőřňşńăň Z^∗_{n−1,j} = ξ^{j−1}Z_{n−1,j} , j = 1, . . . , k + 1. Ěśńĺ (70) ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£, šő śůĺšăěšś£, ůšő ŕőńşůěŋŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě y_n şďőćńěšćőř£ěš šřěąşěňőľ šőůŋőśšĺ ĺ ğŋăůěŋĺě x_n ŕřĺŋĺňăěšś£ ć łăůěśšćě šěłşźěčő şğńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Ďăńĳŋěľÿěě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ňőęŋő ćěśšĺ, ĺśţőď£ ĺğ šőůłĺ x_n ś ÿăčőň h^∗, łőšőřżľ ćżąĺřăěšś£ ŕő ťőřňşńě (72).

Čĺř ćňěśšě ś ăćšőňăšĺůěśłĺň ćżąőřőň ÿăčă řěÿăěš ćőŕřőś őą ăćšőňăšĺůěśłőň ćżąőřě ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ ňěšőďă. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő řěÿěŋĺě ć šőůłě x_n ążńő ŕőńşůěŋő ŋě ňěšőďőň ŕőř£ďłă k, ă ňěšőďőň ŕőř£ďłă ŋă ěďĺŋĺűş ňěŋĳÿě k − 1. Šőčďă ńőłăńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ řěÿěŋĺ£ řăćŋă ρ_n ∼= C_kh^ky^{(k)}(x_n) + O(h^{k+1}), ĺńĺ ρ_n ∼= C_kZ_{n,k+1} · k! Ăŋăńőčĺůŋő (69) ŋőřňă ďń£ ŕőčřěÿŋőśšĺ ğăŕĺÿešś£ ć śńěďş¿źěň ćĺďě: M∑ i=1 ( C_kZ^i_{n,k+1} · k! P^i_n )2 = (C_k · k!)^2 M∑ i=1 ( Z^i_{n,k+1} P^i_n )2 . Őąőğŋăůĺň –E = ( ε C_k · k! )2 , –V = M∑ i=1 ( Z^i_{n,k+1} P^i_n )2 . Ěśńĺ ŕřőćěśšĺ ćśě řăśśşęďěŋĺ£ ăŋăńőčĺůŋő šőňş, łăł ¡šő ążńő śďěńăŋő ďń£ ňěšőďă k-čő ŕőř£ďłă, šő ňż ŕőńşůĺň ăŋăńőčĺůŋőě ćżřăęěŋĺě ďń£ łőŋśšăŋšż –ξ ĺğňěŋěŋĺ£ ÿăčă ć ňěšőďě ŕőř£ďłă k − 1: –ξ = ( –E –V ) 1_{2k}

. (73)

Ćňěśšő (73) ňőęŋő ćğ£šĳ ŋěśłőńĳłő ňěŋĳÿěě ğŋăůěŋĺě

–ξ = 1 1.3 ( –E –V ) 1_{2k} . (74)

Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň, łăł śńěďőćăńő ąż ĺğňěŋĺšĳ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ěśńĺ ąż řěÿěŋĺě ć šőůłě x_n ążńő ŕőńşůěŋő ňěšőďőň ŕőř£ďłă ŋă ěďĺŋĺűş ąőńĳÿě. Ć ¡šőň śńşůăě ŕőčřěÿŋőśšĳ řěÿěŋĺ£ ążńă ąż řăćŋă ρ_n = C_{k+2}h^{k+2}y^{(k+2)}(x_n) + O(h^{k+3}).

Ćżřăğĺň h^{k+2}y^{(k+2)}(x_n) ůěřěğ řăğŋőśšĳ

h^{k+2}y^{(k+2)}(x_n) = ∇^2(h^ky^{(k)}(x_n)) + O(h^{k+3}).

Ďăńěě, ∇^2(h^ky^{(k)}(x_n)) ∼= ∇^2(Z_{n,k+1} · k!) = ∇(∇Z_{n,k+1} · k!) = k!∇(∇Z_{n,k+1}).

Ć řěğşńĳšăšě ĺňěěň ρ_n ∼= C_{k+2}∇(∇Z_{n,k+1})k!. (75)

Ăŋăńőčĺůŋő (69) ŋőřňă ŕőčřěÿŋőśšĺ ğăŕĺÿěšś£ ć ćĺďě M∑ i=1 ( C_{k+2}∇(∇Z^i_{n,k+1})k! P^i_n )2 = (C_{k+2} · k!)^2 M∑ i=1 ( ∇(∇Z^i_{n,k+1}) P^i_n )2 . Őąőğŋăůĺň ^E = ( ε C_{k+2} · k! )2 ^V =^M∑ i=1 ( ∇(∇Z^i_{n,k+1} P^i_n )2 . Ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěňş ŕřĺţőďĺň ł ğŋăůěŋĺ¿ łőŋśšăŋšż ĺğňěŋěŋĺ£ ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ć ňěšőďě ŕőř£ďłă k + 1 ^ξ = ( ^E ^V ) 1_{2(k+2)}

. (76)

Ćňěśšő (76) ňőęŋő ćğ£šĳ ŋěśłőńĳłő ňěŋĳÿěě ğŋăůěŋĺě

^ξ = 1 1.4 ( ^E ^V ) 1_{2(k+2)}

. (77)

Ćżąőřőň ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ňŋőęĺšěńěľ ć (74), (77) őšďăěšś£ ŕřěďŕőůšěŋĺě ňěšőďş ŕőř£ďłă k ĺńĺ k − 1. Ďń£ ¡ťťěłšĺćŋőčő ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ őűěŋłĺ (77) śńěďşěš ŕřĺ ŕěřěţőďě őš šőůłĺ x_{m−1} ł šőůłě x_m śőţřăŋ£šĳ ğŋăůěŋĺě ∇Z_{m−1,k+1}, łőšőřőě ĺśŕőńĳğşěšś£ ć (75) ĺ ^V .

Ŕőśńě ćżůĺśńěŋĺ£ ξ, –ξ, ^ξ ćżąĺřăěšś£ šőš ňěšőď, ďń£ łőšőřőčő śőőšćěšśšćş¿źă£ łőŋśšăŋšă ĺğňěŋěŋĺ£ ÿăčă ňăłśĺňăńĳŋă.

Ŕřěĺňşźěśšćő ňěšőďă Čĺřă ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ďřşčĺňĺ ňŋőčőÿăčőćżňĺ ňěšőďăňĺ ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, řăśśňőšřěŋŋżňĺ ć ŕ. 2 ďăŋŋőľ čńăćż, śőśšőĺš ć ńěčłőśšĺ ĺğňěŋěŋĺ£ ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£.

Őŕĺśăŋŋă£ ŕřőűěďşřă ćżąőřă ÿăčă ĺ ŕőř£ďłă ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ŋěśłőńĳłő ćĺďőĺğňěŋ£ěšś£. Ćő-ŕěřćżţ, ěśńĺ ŋőćă£ ŕřěďŕőńăčăěňă£ ďńĺŋă h^∗ ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ şćěńĺůĺćăěšś£ ňěŋěě, ůěň ć 1.1 řăğă ŕő śřăćŋěŋĺ¿ śő śšăřżň ğŋăůěŋĺěň h, šő ÿăč ŋě ĺğňěŋ£ěšś£. Ćő-ćšőřżţ, ĺğňěŋěŋĺě ÿăčă ĺ ŕőř£ďłă ŋě ďőŕşśłăěšś£ ć šěůěŋĺě k+1 ÿăčőć ŕőśńě ŕőśńěďŋěčő ĺğňěŋěŋĺ£, ěśńĺ šőńĳłő ĺśŕőńĳğşěňőě ğŋăůěŋĺě ÿăčă őąěśŕěůĺćăěš ğăďăŋŋş¿ šőůŋőśšĳ. Ŕřĺůĺŋă ¡šőčő ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ąőńěě ůăśšżě ĺğňěŋěŋĺ£ ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ňőčşš ćżğćăšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ řőśš ŕőčřěÿŋőśšĺ. Ć-šřěšĳĺţ, ěśńĺ ŕőśńě k + 1 ÿăčőć şćěńĺůěŋĺě ÿăčă ŋěćőğňőęŋő, šő ďăńĳŋěľÿă£ ŕřőćěřłă ćőğňőęŋőśšĺ şćěńĺůěŋĺ£ ÿăčă őšłńăďżćăěšś£ ďő ďěś£šĺ ÿăčőć, ůšőąż śőłřăšĺšĳ ŋăłńăďŋżě řăśţőďż, ść£ğăŋŋżě ś ćżůĺśńěŋĺěň łőŋśšăŋš ĺğňěŋěŋĺ£ ÿăčă.

Ćżůĺśńěŋĺě ĺšěřăűĺőŋŋőľ ňăšřĺűż W ć (66) ćłń¿ůăěš ŋăţőęďěŋĺě ňăšřĺűż §łőąĺ ĺ őąřăźěŋĺě ňăšřĺűż (∂F (Z^{(ν)}n )/∂Z)· I. Łăęďă£ šăłă£ őŕěřăűĺ£ ďőśšăšőůŋő šřşďőěňłă. Ěśńĺ ňăšřĺűă ∂f/∂y ňăńő ĺğňěŋ£ěšś£, šő ĺ ĺšěřăűĺőŋŋă£ ňăšřĺűă ňăńő ĺğňěŋ£ěšś£ őš ĺšěřăűĺĺ ł ĺšěřăűĺĺ ĺ ďăęě őš őďŋőčő şğńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ł ďřşčőňş. Ŕő¡šőňş ŕřĺňěŋ£ěšś£ ňőďĺťĺłăűĺ£ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă, ŕřĺ łőšőřőľ ĺšěřăűĺőŋŋă£ ňăšřĺűă W őŕřěďěń£ěšś£ őďĺŋ řăğ ĺ ŋě ŕěřěćżůĺśń£ěšś£ ŋĺ ćő ćřěň£ ĺšěřăűĺľ, ŋĺ ŕřĺ ŕěřěţőďě őš šőůłĺ ł šőůłě ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋě ŕřőĺğőľďěš ĺğňěŋěŋĺě ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺńĺ ŕőř£ďłă ňěšőďă ĺńĺ ŕőłă ŋě ąşďěš őąŋăřşęěŋő, ůšő ňăšřĺűă §łőąĺ śşźěśšćěŋŋő ĺğňěŋĺńăśĳ. Őą ĺğňěŋěŋĺĺ ňăšřĺűż §łőąĺ śşď£š ŕő łőńĺůěśšćş ćżŕőńŋ£- ěňżţ ĺšěřăűĺľ. Ěśńĺ ğă šřĺ ĺšěřăűĺĺ ŕőŕřăćłă W F (Z^{(ν)}n ) = W F (Z^{(3)}n ) ŋě śšăŋěš ďőśšăšőůŋő ňăńőľ, šő śůĺšăěšś£, ůšő ňăšřĺűă §łőąĺ śşźěśšćěŋŋő ĺğňěŋĺńăśĳ ĺ ĺšěřăűĺőŋŋă£ ňăšřĺűă W ćżůĺśń£ěšś£ ćŋőćĳ. Ěśńĺ őŕ£šĳ ğă šřĺ ĺšěřăűĺĺ şłăğăŋŋă£ šőůŋőśšĳ łőřřěłűĺĺ ŋě ďőśšĺčăěšś£, šő ÿăč h śőłřăźăěšś£ ďő ğŋăůěŋĺ£ h/4 ĺ ćżůĺśńěŋĺě ŕőćšőř£ěšś£ ĺğ šőůłĺ x_{n−1} ś ŋőćżň ÿăčőň.

Ěśńĺ ć ŕřőűěśśě ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ŕőř£ďłă ňěšőďă ŕőśńěďŋĺľ őłăğăńś£ śńĺÿłőň ąőńĳÿĺň, šő ŕřĺ ĺğćěśšŋőň ğăłőŋě řăśŕřőśšřăŋěŋĺ£ ďőŕşźěŋŋżţ ć ţőďě ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ őÿĺąőł ć y_m ŋă łőŋěůŋżě řăğŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ f_n (m < n) śšăřÿĺě ŕřőĺğćőďŋżě, ćţőď£źĺě

ć Z_n, śšăŋőć£šś£ ńĺÿěŋŋżňĺ ňăšěňăšĺůěśłőčő śňżśńă. İšő ŕřĺćőďĺš ł šőňş, ůšő ć őďŋőľ ĺ

šőľ ęě šőůłě őšćěřčăěšś£ ŕőďř£ď ŋěśłőńĳłő ÿăčőć ś ŕőśńěďőćăšěńĳŋő şňěŋĳÿă¿źěľś£ ďńĺŋőľ. Ł šăłőňş ęě ŕńőţőňş ŕőćěďěŋĺ¿ řăğŋőśšěľ ňőęěš ŕřĺćěśšĺ řăğřżć ć łăłőľ-ŋĺąşďĳ ŕřőĺğćőďŋőľ řěÿěŋĺ£. Ć ¡šőň śńşůăě řěłőňěŋďşěšś£ şňěŋĳÿĺšĳ ŕőř£ďőł ňěšőďă ŋăśšőńĳłő, ůšőąż łőŋěůŋżě řăğŋőśšĺ ćěńĺ śěą£ čńăďłő. Ć ňěšőďě Čĺřă ŕřĺŋ£šő, ůšő ěśńĺ ć őďŋőľ ĺ šőľ ęě šőůłě ŕőďř£ď őšćěřčă¿šś£ šřĺ ÿăčă, šő ŕőř£ďőł ňěšőďă ŕőńăčăěšś£ řăćŋżň ěďĺŋĺűě ĺ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřőćőď£šś£ ğăŋőćő ĺğ ¡šőľ šőůłĺ.

Ňěšőď Čĺřă őšŋőśĺšś£ ł ňěšőďăň ŕěřěňěŋŋőčő ŕőř£ďłă. Śăňżľ ŕěřćżľ ÿăč ćżŕőńŋ£ěšś£ ňěšőďőň ŕěřćőčő ŕőř£ďłă. Ďń£ ¡šőčő šřěąşěšś£ ğŋăšĳ ćěłšőř Z_0 = (y_0, hy^′_0)^T . Šăł łăł y_0 ĺğćěśšŋő, šő ňőęěš ążšĳ ćżůěśńěŋő ĺ hy^′_0 = hf(x_0, y_0).

Şňěŋĳÿěŋĺě ŕőř£ďłă ŋă ěďĺŋĺűş ŕřĺćőďĺš ł őšąřăśżćăŋĺ¿ ŕőśńěďŋěľ łőňŕőŋěŋšż Z_{n,k+1} ćěłšőřă Z(x_n), řăćŋőľ h^ky^{(k)}(x_n)/k!. Şćěńĺůěŋĺě ŕőř£ďłă ŋă ěďĺŋĺűş šřěąşěš ŕřĺśőěďĺŋěŋĺ£ ěźě őďŋőľ łőňŕőŋěŋšż ł ćěłšőřş Z(x_n), řăćŋőľ h^{k+1}y^{(k+1)}(x_n)/(k + 1)!. Ć łăůěśšćě h^{k+1}y^{(k+1)}(x_n) ňőęŋő ćğ£šĳ łőŋěůŋş¿ řăğŋőśšĳ őš h^ky^{(k)}(x_n):

h^{k+1}y^{(k+1)}(x_n) ∼= ∇h^ky^{(k)}(x_n).

Ŕřĺ ¡šőň ąşďěš ďőŕşźěŋă őÿĺąłă ŕőř£ďłă O(h^{k+2}). Šőčďă ŋěďőśšă¿źş¿ łőňŕőŋěŋšş Z_{n,k+2} ćěłšőřă Z_n ňőęŋő ŋăľšĺ ŕő ťőřňşńě Z_{n,k+2} = ∇Z_{n,k+1} k + 1 . 5. İłśŕőŋěŋűĺăńĳŋżľ ňěšőď. Ć ¡šőň ŕşŋłšě ĺğńăčă¿šś£ ňěšőďż ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřő-

ćăŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ śĺśšěň őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ śŕěűĺăńĳŋőčő ćĺďă, őśŋőćăŋŋżě ŋă šőůŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ řěÿěŋĺ£ ć ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťőřňě ĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ňăšřĺůŋőľ ¡łśŕőŋěŋšż. Ŕřěďńăčăěňżě ăńčőřĺšňż őśőąěŋŋő ¡ťťěłšĺćŋż ďń£ řěÿěŋĺ£ ćăęŋőčő łńăśśă śĺśšěň ś ąőńĳÿőľ łőŋśšăŋšőľ Ńĺŕÿĺűă, ć ůăśšŋőśšĺ ďń£ ęěśšłĺţ śĺśšěň şřăćŋěŋĺľ.

5.1. Ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ńĺŋěľŋżţ őďŋőřőďŋżţ śĺśšěň ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ěśńĺ ťőřňşńş Řşŋčě-Łşššă ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ (1.22) ŕřĺňěŋĺšĳ ł ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ¿ ńĺŋěľŋőľ őďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă (1.120), (1.121), šő ŕőńşůĺň śńěďş¿źěě ćżřăęěŋĺě ďń£ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ŋă őďŋőň ÿăčě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£:

y_1 = ( E + hA + (hA)^2 2 + (hA)^3 6 + (hA)^4 24 ) y_0. (78)

Śřăćŋĺćă£ (78) ś šőůŋżň řěÿěŋĺěň ğăďăůĺ (1.120), (1.121)

y(x_0 + h) = e^{Ah}y_0, (79) čďě e^{Ah} = ∞∑ k=0 (hA)^k k! , (80)

ćĺďĺň, ůšő ŕřĺąńĺęěŋŋőě ğŋăůěŋĺě řěÿěŋĺ£, ŕőńşůăěňőě ŕő ňěšőďş Řşŋčě-Łşššă, şůĺšżćăěš šőńĳłő ůăśšĺůŋş¿ śşňňş F = E + hA + (hA)^2 2 + (hA)^3 6 + (hA)^4 24 (81) ĺğ ŕěřćżţ ŕ£šĺ ůńěŋőć ř£ďă (80). Ěśńĺ ňăšřĺűă A ĺňěěš ąőńĳÿĺě ŕő ňőďşń¿ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă, šő ăŕŕřőłśĺňăűĺ£ (81) ďń£ ňăšřĺůŋőľ ¡łśŕőŋěŋšż (80) ąşďěš čřşąőľ ďń£ ąőńĳÿĺţ ğŋăůěŋĺľ ÿăčă h. Śńěďőćăšěńĳŋő, śůěš ŕő ťőřňşńě Řşŋčě-Łşššă ŕřĺćěďěš ł ůĺśńěŋŋőľ ŋěşśšőľůĺćőśšĺ. Ěśńĺ ňěšőď Řşŋčě-Łşššă ŕřĺňěŋ£šĳ ŕřĺ ňăńżţ h, šő őŋ ŕőšřěąşěš őčřőňŋżţ ğăšřăš ňăÿĺŋŋőčő ćřěňěŋĺ ŋă ąőńĳÿĺţ ŕřőňěęşšłăţ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ŕřĺůěň ś şćěńĺůěŋĺěň ďńĺšěńĳŋőśšĺ śůěšă ćśńěďśšćĺě ąőńĳÿőčő ůĺśńă őłřşčńěŋĺľ ŋăłăŕńĺćăěšś£ ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ.

Ć ¡šőň śńşůăě ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ (1.120), (1.121) ć ğăďăŋŋőľ šőůłě x_n = x_0+nh űěńěśőőąřăğŋő őřčăŋĺğőćăšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Śŋăůăńă ăŕŕřőłśĺňĺřőćăšĳ ŕřĺ ňăńőň h ňăšřĺůŋş¿ ¡łśŕőŋěŋšş (80) ćżřăęěŋĺěň (81); ğăšěň, ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšň ążśšřőčő şňŋőęěŋĺ£, ćżůĺśńĺšĳ řěÿěŋĺě

y_n = ( E + hA + (hA)^2 2 + (hA)^3 6 + (hA)^4 24 )n y_0 = F^ny_0

ć ğăďăŋŋőľ šőůłě x_n. Ğăšřăšż ňăÿĺŋŋőčő ćřěňěŋĺ ąşďşš ŕőř£ďłă log_2n, ůšő śşźěśšćěŋŋő ňěŋĳÿě ćřěňěŋĺ, ğăšřăůĺćăěňőčő ňěšőďőň Řşŋčě-Łşššă, łőšőřőě ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋő n.

Řăśśňőšřĺň ăŕŕřőłśĺňăűĺ¿ ňăšřĺůŋőľ ¡łśŕőŋěŋšż ąőńěě őąźěčő ćĺďă ĺ őŕřěďěńĺň

y_n = F^ny_0 = ( S∑ k=0 (Ah)^k k! )n y_0. (82)

Ŕőłăęěň, ůšő ňőęŋő ćżąřăšĳ S šăłĺň, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ řěÿěŋĺě śĺśšěňż (1.120), (1.121) ŋă őďŋőň ÿăčě h ś ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ε.

Ŕőńőęĺň e^{Ah} = F + R ĺ řăśśňőšřĺň śőőšŋőÿěŋĺ£ y = e^{Ah}y_0 ĺ y_F = F y_0.

Ććěďěň őšŋőśĺšěńĳŋş¿ őÿĺąłş δ ďń£ ćěłšőřă y_F : δ = ‖y − y_F ‖ ‖y_F ‖ = ‖y_R‖ ‖y_F ‖ . (83)

S ćżąĺřăěň šăł, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ şśńőćĺě δ < ε, łőšőřőě őğŋăůăěš, ůšő ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋőľ śěšłě şğńőć ňż ŕřĺňěŋ£ěň šăłőľ ňěšőď (82) ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ďń£ łőšőřőčő őšŋőśĺšěńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ δ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ŋă őďŋőň ÿăčě ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŋăŕěřěď ğăďăŋŋőľ ćěńĺůĺŋż ε.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ŕőď ŋőřňőľ ňăšřĺűż ŕőŋĺňăěň ŋőřňş, śőčńăśőćăŋŋş¿ ś ŋőřňőľ ćěłšőřă. Ďń£ ‖R‖ ĺňěěň śńěďş¿źş¿ őűěŋłş: ‖R‖ = ‖e^{Ah} − F ‖ = ‖ ‖ ‖ ∞∑ k=S+1 (Ah)^k k! ‖ ‖ ‖ < (‖A‖h)^{S+1} (S + 1)! ∞∑ k=0 (S + 1)!(S + 2)^kp^k

(k + S + 1)!

, (84) čďě p = ‖A‖h S + 2 . Ŕşśšĳ S_0 | ŋăĺňěŋĳÿěě ğŋăůěŋĺě S šăłőě, ůšő

p < 1, (85)

ĺ ŕőńőęĺň S > S_0. Šőčďă śşňňă ć ŋěřăćěŋśšćě (84) őčřăŋĺůěŋă ćěńĺůĺŋőľ ∞∑ k=0 p^k = 1 1 − p , šăł ůšő ‖R‖ < (‖A‖h)^{S+1} (S + 1)! · 1 1 − p . (86) Ďăńěě, F = e^{Ah} − R = e^{Ah}(E − e^{−Ah}R). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő e^{‖A‖h} ‖R‖ < 1. (87) Šőčďă ďń£ F^{−1} = (E − e^{−Ah}R)^{−1}e^{−Ah} = ∞∑ k=0 (e^{−Ah}R)^ke^{−Ah} śŕřăćěďńĺćă śńěďş¿źă£ őűěŋłă: ‖F^{−1}‖ < ∞∑ k=0 (e^{‖A‖h}‖R‖)^k e^{‖A‖h} = e^{‖A‖h} 1 − ‖R‖e^{‖A‖h} . (88)

Ĺśŕőńĳğş£ ŋěřăćěŋśšćă ‖y_R‖ < ‖R‖ ‖y_0‖ ĺ ‖y_F ‖ > ‖F^{−1}‖^{−1}‖y_0‖, ŕőńşůăěň ĺğ (83) δ < ‖R‖ ‖F^{−1}‖. (89) Ŕőďśšăćń££ (88) ć (89), ĺňěěň δ < ‖R‖e^{‖A‖h} 1 − ‖R‖e^{‖A‖h} . Šăł łăł ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ŋěřăćěŋśšćă (86) śšőĺš şążćă¿źă£ ł ŋşń¿ ťşŋłűĺ£ őš S, šő ćśěčďă ŋăľďěšś£ šăłőě ğŋăůěŋĺě S > S_0, ůšő ąşďşš ĺňěšĳ ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő q = e^{‖A‖h} (‖A‖h)^{S+1} (S + 1)! · 1 1 − p < 1 ĺ őűěŋłă δ < q 1 − q < ε. (90) Ŕőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő ěśńĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ şśńőćĺě ‖F ‖ (1 + ε) < 1, šő lim_{n→∞} y_n = lim_{n→∞} y(x_n) = 0. (91) Ć śăňőň ďěńě, ‖y(x_n) − y_n‖ < ‖(e^{Ah})^n − F^n‖ · ‖y_0‖ <((‖F ‖ + ‖R‖)^n − ‖F ‖^n) ‖y_0‖. Ďăńěě, (‖F ‖ + ‖R‖)^n < ( ‖F ‖ + ε ‖F^{−1}‖ )n < (‖F ‖ (1 + ε))^n.

Ĺğ ŕőśńěďŋěčő ŋěřăćěŋśšćă ĺ ŋěřăćěŋśšćă ‖y_n‖ < ‖F ‖^n‖y_0‖ ćżšěłăěš śŕřăćěďńĺćőśšĳ ŋăÿěčő şšćěřęďěŋĺ£. Őšś¿ďă śńěďşěš şśšőľůĺćőśšĳ ăńčőřĺšňă (82) ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ (1.120), (1.121) ŕřĺ ŕőśšő£ŋŋőň h ĺ n → ∞.

Ğăňěšĺň, ůšő ňăšřĺůŋă£ ¡łśŕőŋěŋšă (80) £ćń£ěšś£ ğŋăůěŋĺěň ŕřĺ x = h ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ ňăšřĺűż řěÿěŋĺľ e^{Ax} śĺśšěňż (1.120), ŋőřňĺřőćăŋŋőľ ć ŋşńě. Ŕő¡šőňş ěě ŋăţőęďěŋĺě ňőęŋő śćěśšĺ ł ůĺśńěŋŋőňş ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ¿ śĺśšěňż (1.120) ś ŋăůăńĳŋżňĺ şśńőćĺ£ňĺ

y^i(0) = 1, y^j(0) = 0, j ≠ i, i = 1, 2, . . . , M, ŋă őšřěğłě [0, h]. Ďăŋŋżľ ňěšőď ćżůĺśńěŋĺ£ ňăšřĺűż e^{Ah} śőśšőĺš, śńěďőćăšěńĳŋő, ć M-łřăšŋőň řěÿěŋĺĺ ğăďăůĺ Łőÿĺ ďń£ śĺśšěňż (1.120) ŋă ňăńőň őšřěğłě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Ŕő¡šőňş ćśě ¡šĺ ğăďăůĺ Łőÿĺ ňőčşš ążšĳ řěÿěŋż ążśšřő ś šřěąşěňőľ šőůŋőśšĳ¿ łăłĺň-ŋĺąşďĳ ňěšőďőň ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺğ řăśśňőšřěŋŋżţ ć čń. 1, 2.

5.2. Ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ńĺŋěľŋżţ őďŋőřőďŋżţ śĺśšěň ś ŕěřěňěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ďń£ ńĺŋěľŋőľ őďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż ś ŕěřěňěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ { y^′(x) = A(x)y(x), y(x_0) = y_0

(92)

ăŕŕřőłśĺňĺřşěň ňăšřĺűş A(x) łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋőľ ňăšřĺűěľ. Ďń£ ¡šőčő ćőğĳňěň ŋěłőšőřőě řăğąĺěŋĺě ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£

x_0 < x_1 < x_2 < . . . < x_l = x_0 + X

ĺ ŋă łăęďőň śěčňěŋšě [x_i, x_{i+1}] ąşďěň řěÿăšĳ ğăďăůş Łőÿĺ ďń£ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ dy^{(i)}(x) dx = A^{(i)}y^{(i)}(x), (93)

y^{(i)}(x_i) = y^{(i−1)}(x_i), (94)

čďě A^{(i)} = A(τ), τ ∈ [x_i, x_{i+1}], i = 0, 1, . . ., l − 1, y^{(0)}(x_0) = y_0. Ťşŋłűĺĺ y^{(i)}(x) ŕřĺňěň ć łăůěśšćě ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ŋă [x_i, x_{i+1}] ĺśţőďŋőľ ğăďăůĺ (92).

Ŋăľďěň şłńőŋěŋĺě y^{(0)}(x) őš řěÿěŋĺ£ ĺśţőďŋőľ ğăďăůĺ y(x) ć şğńě x_1 = x_0 + T . Ŕőńőęĺň

z(x) = y(x) − y^{(0)}(x), x_0 < x < x_1.

Ťşŋłűĺ£ z(x) şďőćńěšćőř£ěš ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿

z^′(x) = A(x)z(x) + ((A(x) − A(τ)) y^{(0)}(x) (95)

ĺ ŋăůăńĳŋőňş şśńőćĺ¿ z(x_0) = 0. (96) Řěÿěŋĺě (95), (96) ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě z(x) = x∫ x_0

˙(ξ, x)(A(ξ) − A(τ)) y^{(0)}(ξ) dξ, x_0 < x < x_1, (97)

čďě ˙(ξ, x) | ňăšřĺűĺăŋš ňăšřĺűż A(x). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňăšřĺűă A(x) šřĺęďż ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňă. Šőčďă ćżřăęěŋĺě (97) ďń£ z(x) ňőęŋő ŕřěőąřăğőćăšĳ šăł: z(x) = x∫ x_0 ˙(ξ, x) ( A^′(τ)(ξ − τ) + A^{′′}(τ) (ξ − τ)^2 2 ) y^{(0)}(ξ) dξ + O(T^4) =

= υ(x) + O(T^4),

(98) čďě υ(x) | řěÿěŋĺě śńěďş¿źěľ ğăďăůĺ Łőÿĺ:

υ^′(x) = A(x)υ(x) + ( A^′(τ)(x − τ) + A^{′′}(τ) (x − τ)^2 2 ) y^{(0)}(x), x_0 < x < x_1, (99)

υ(x_0) = 0. (100)

Řăğńőęĺć υ(x_1) ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă, ĺňěěň

z(x_1) = T υ^′(x_0) +

T^2 2 υ^{′′}(x_0) +

T^3 6 υ^{′′′}(x_0) + O(T^4). (101)

Ďăńěě, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ďĺťťěřěŋűĺřş£ (99) ĺ şůĺšżćă£ (100), ŋăţőďĺň

υ^′(x_0) = Dy_0, υ^{′′}(x_0) = A(x_0) Dy_0 + D^′y_0 + DA(τ)y_0, υ^{′′′}(x_0) = 2A^′(x_0) Dy_0 + A^2(x_0) Dy_0 + A(x_0) D^′y_0 + A(x_0) DA(τ)y_0 + + A^{′′}(τ)y_0 + 2D^′A(τ)y_0 + DA^2(τ)y_0, čďě D = A^′(τ)(x_0 − τ) + A^{′′}(τ)

(x_0 − τ)^2 2 , D^′ = A^′(τ) + A^{′′}(τ)(x_0 − τ).

Ŕőďśšăćń££ ŋăľďěŋŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ć (101) ĺ čřşŕŕĺřş£ ůńěŋż őďŋőčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ, ŕőńşůăěň

z(x_1) = A^′(τ) ( (x_0 − τ)T + T^2 2 ) y_0 + A^{′′}(τ)

((x_0 − τ)^2 2 T + T^3 6 + (x_0 − τ)T^2 2 ) y_0 +

+ A(x_0)A^′(τ) ( (x_0 − τ)

T^2 2 + T^3 6 ) y_0 + A^′(τ)A(τ) ( (x_0 − τ)

T^2 2 + 2 ·

T^3 6 ) y_0 + O(T^4).

Ŕőńăčă£ τ = x_0 + T 2 , ŕřĺţőďĺň ł śńěďş¿źěňş ćżřăęěŋĺ¿ ďń£ z(x_1):

z(x_1) = 1 24 ( A^{′′}(τ) − 2(A(x_0)A^′(τ) − A^′(τ)A(τ)) ) T^3y_0 + O(T^4),

łőšőřőě ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ šăłęě ć ćĺďě

y(x_1) − y^{(0)}(x_1) = 1 24 ( A^{′′}(τ) − 2(A(τ)A^′(τ) − A^′(τ)A(τ)) ) T^3y_0 + O(T^4). (102)

Őšňěšĺň, ůšő ğăďăůĺ Łőÿĺ (93), (94) ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ ňăšřĺűăňĺ ňőęŋő řěÿăšĳ őŕĺśăŋŋżňĺ ć ŕ. 5.1 ňěšőďăňĺ.

5.3. Ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ńĺŋěľŋżţ ŋěőďŋőřőďŋżţ śĺśšěň śő śŕěűĺăńĳŋőľ ŕřăćőľ ůăśšĳ¿. Řěÿěŋĺě ğăďăůĺ Łőÿĺ ďń£ ńĺŋěľŋőľ ŋěőďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ { y^′ = Ay + f(x), y(x_0) = y_0

(103)

ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

y(x) = e^{A(x−x0)}y_0 + x∫ x_0 e^{A(x−τ)}f(τ) dτ. (104)

Ŕřěőąřăğşěň ¡šő ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ, ůšő śćőąőďŋżľ ůńěŋ f(τ) ğăďăŋ ć ćĺďě

f(τ) = (α_1e^{β1τ} , α_2e^{β2τ} , . . . , α_Me^{βM τ} )^T = M∑ i=1 α_ie^{βiτ} e_i, (105)

ćěłšőř e_i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)^T ĺňěěš ćśě łőňŕőŋěŋšż, řăćŋżě 0, łřőňě i-ľ, łőšőřă£ řăćŋă 1 (i-ľ őřš). Ŕőďśšăćĺć (105) ć (104) ĺ ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ śőőšŋőÿěŋĺěň Ee^{βiτ} = e^{βiEτ} , ĺňěěň y(x) = e^{A(x−x0)}y_0 + M∑ i=1 x∫ x_0 e^{A(x−τ)}α_ie^{βiτ} dτ · e_i =

= e^{A(x−x0)}y_0 + M∑ i=1 α_i x∫ x_0 e^{A(x−τ)+βiEτ} dτ · e_i. Ŕőńőęĺň T = x − x_0, šőčďă

y(x) = y(x_0 + T ) = e^{AT} y_0 + M∑ i=1 α_i T∫ 0 e^{A(T −t)+βiEt+βiEx0} dt · e_i =

= e^{AT} y_0 + M∑ i=1 α_ie^{βi(x0+T )} T∫ 0 e^{(A−βiE)(T −t)} dt · e_i. Ććőď£ őąőğŋăůěŋĺ£ ˘_i(T ) = T∫ 0 e^{~A(T −t)} dt = T∫ 0 e^{(A−βiE)(T −t)} dt ĺ g_i(T ) = ˘_i(T ) e_i, ŕőńşůăěň śńěďş¿źěě ćżřăęěŋĺě ďń£ y(x):

y(x) = y(x_0 + T ) = e^{AT} y_0 + M∑ i=1 α_ie^{βi(x0+T )} g_i(T ). (106)

Ňăšřĺűż e^{AT} , ˘_i(T ) ĺ ćěłšőřż g_i(T ) şďőćńěšćőř£¿š řěłşřřěŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň e^{AT} = e^{AT/2} e^{AT/2}, (107) ˘_i(T ) = ˘_i(T/2)(E + e^{~AT/2}), (108) g_i(T ) = (E + e^{~AT/2}) g_i(T/2), (109) čďě e^{~AT/2} = e^{AT/2} e^{−βiT/2} ĺ, łřőňě šőčő, e^{AT} = ∞∑ k=0 (AT )^k k! , (110)

˘_i(T ) = ∞∑ k=1 ~Ak−1T k k! . (111)

Ŕőłăęěň, ŋăŕřĺňěř, śŕřăćěďńĺćőśšĳ ťőřňşńż (108):

˘_i(T ) = T∫ 0 e^{~A(T −t)} dt = T/2∫ 0 e^{~A(T −t)} dt + T∫ T/2 e^{~A(T −t)} dt =

= T/2∫ 0 e^{~A(T −t)} dt + T/2∫ 0 e^{~A(T/2−τ)} dτ = T/2∫ 0 e^{~A(T/2−t)+ ~AT/2} dt + T/2∫ 0 e^{~A(T/2−t)} dt =

= T/2∫ 0 e^{~A(T/2−t)} dt · (e^{~AT/2} + E) = ˘_i(T/2)(E + e^{~AT/2}).

Ĺğ (108) ĺ ŕěřěśšăŋőćőůŋőśšĺ ňăšřĺű ˘_i(T/2) ĺ E + e^{~AT/2} ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ćżšěłăěš śőőšŋőÿěŋĺě (109):

g_i(T ) = ˘_i(T ) e_i = ˘_i(T/2)(E + e^{~AT/2}) e_i = (E + e^{~AT/2}) ˘_i(T/2) e_i = = (E + e^{~AT/2}) g_i(T/2).

Řěÿěŋĺě ğăďăůĺ (103) ňőęěš ążšĳ ŋăľďěŋő, ěśńĺ ĺğćěśšŋż ňăšřĺűă e^{AT} ĺ ćěłšőřż g_i(T ). Ă ¡šĺ ňăšřĺűă ĺ ćěłšőřż ňőčşš ążšĳ ćżůĺśńěŋż ŋă őśŋőćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőčő ŕřĺňěŋěŋĺ£ řěłşřřěŋšŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ (107), (109) ĺ ćżůĺśńěŋĺ£ e^{Ah}, g_i(h) ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńőň h = T/2^N ś ŕőňőźĳ¿ ůăśšĺůŋżţ śşňň ř£ďőć (110), (111): e^{Ah} = r∑ k=0 (Ah)^k k! , ˘_i(h) = s∑ k=1 ~Ak−1hk k! = h s∑ k=1 ~Ak−1hk−1 k! = h s−1∑ i=0 ~Aihi (i + 1)! ĺ g_i(h) = ˘_i(h) e_i.

Ďăńěě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ (103) ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě (106), łőšőřş¿ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě y(x_{n+1}) = y(x_n + T ) = e^{AT} y(x_n) + M∑ i=1 α_ie^{βi(xn+T )} g_i(T ), n = 0, 1, . . . . (112) Ŕřĺćěďěň ěźě őďĺŋ ăńčőřĺšň ćżůĺśńěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ (103), (105). Ŕřěďŕőńăčă£, ůšő őąřăšŋżě ňăšřĺűż śşźěśšćş¿š ĺ ňőčşš ążšĳ ¡ťťěłšĺćŋő őŕřěďěńěŋż, ĺŋšěčřăń ˘_i(T ) ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ˘_i(T ) = −(A − β_iE)^{−1}e^{(A−βiE)(T −t)} | | | T 0 = (A − β_iE)^{−1} (e^{(A−βiE)T} − E). Šőčďă ťőřňşńş (112) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ šăł:

y(x_{n+1}) = y(x_n + T ) = e^{AT} y(x_n) + M∑ i=1 α_ie^{βi(xn+T )}(A − β_iE)^{−1}(e^{(A−βiE)T} − E) e_i = = e^{AT} y(x_n) + M∑ i=1 α_i(A − β_iE)^{−1}e^{βixn} (e^{AT} − e^{βiT} E) e_i. (113)

Ěśńĺ łăęďă£ łőňŕőŋěŋšă ćěłšőř-ťşŋłűĺĺ f(τ) £ćń£ěšś£ śşňňőľ ¡łśŕőŋěŋš: f(τ) = M∑ i=1 p∑ j=1 α_{ij} e^{βijτ} e_i, (114) šő ć (112) ďőńęŋă ążšĳ ďćőľŋă£ śşňňă ĺ ťőřňşńă (113) ŕřĺŋĺňăěš ćĺď

y(x_{n+1}) = y(x_n + T ) = e^{AT} y(x_n) + M∑ i=1 p∑ j=1 α_{ij}(A − β_{ij}E)^{−1}× × e^{βijxn} (e^{AT} − e^{βijT} E) e_i. Ăŋăńőčĺůŋő ğăŕĺśżćăěšś£ ťőřňşńă (112).

Ŕřĺćěďěŋŋżě ć ďăŋŋőľ čńăćě ňěšőďż ŕřĺňěŋ£ńĺśĳ ć ŊĹĆŰ ŇČŞ ďń£ řěÿěŋĺ£ ř£ďă ğăďăů ćżůĺśńĺšěńĳŋőčő ¡łśŕěřĺňěŋšă ć ťĺğĺłě ĺ šěţŋĺłě.

Šăł, ăńčőřĺšňż ŕ. 5.1, 5.2 ążńĺ ĺśŕőńĳğőćăŋż ć ťĺğĺůěśłőľ łĺŋěšĺłě ďń£ ůĺśńěŋŋőčő ĺśśńěďőćăŋĺ£ ďĺŋăňĺłĺ ğăśěńěŋĺ£ ¡ŋěřčěšĺůěśłĺţ şřőćŋěľ ăšőňă ĺ ĺőŋă čěńĺ£. Ňăšěňăšĺůěśłă£ ňőďěńĳ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕěřěţőďŋżţ ŕřőűěśśőć śćőďĺšś£ ł ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňě ś ąőńĳźĺň ůĺśńőň şřăćŋěŋĺľ ĺ ś ąőńĳÿĺňĺ ŕő ňőďşń¿ őšřĺűăšěńĳŋżňĺ śőąśšćěŋŋżňĺ ůĺśńăňĺ ňăšřĺűż śĺśšěňż. Ŕőŕżšłă řěÿăšĳ šăłĺě ğăďăůĺ šřăďĺűĺőŋŋżňĺ ůĺśńěŋŋżňĺ ňěšőďăňĺ Řşŋčě-Łşššă ĺ Ăďăňśă ŕřĺćőďĺš ł ŋěőąţőďĺňőśšĺ ćżąőřă ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ňŋőčő ňěŋĳÿěčő ŕřőďőńęĺšěńĳŋőśšĺ ĺŋšěřćăńă ŋăąń¿ďěŋĺ£ řěÿěŋĺ£, ĺ ğŋăůĺšěńĳŋőňş ćőğřăśšăŋĺ¿ ňăÿĺŋŋőčő ćřěňěŋĺ. Ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ňěšőďőć, őśŋőćăŋŋżţ ŋă ćżůĺśńěŋĺĺ ňăšřĺůŋőľ ¡łśŕőŋěŋšż, ŕőğćőń£ěš ¡ťťěłšĺćŋő řěÿăšĳ ¡šĺ ğăďăůĺ, ŕřĺůěň ćěśĳ ŕřőűěśś řěÿěŋĺ£ şłńăďżćăěšś£ ć őšńăďőůŋőě ćřěň£.

Şśŕěÿŋżň őłăğăńś£ ¡šőš ňěšőď ĺ ďń£ ůĺśńěŋŋőčő ĺśśńěďőćăŋĺ£ ŋăďěęŋőśšĺ ŋěłőšőřżţ śĺśšěň şŕřăćńěŋĺ£, ňőďěńĺřşěňżţ ś ŕőňőźĳ¿ ňăřłőćśłĺţ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć ś ďĺśłřěšŋżňĺ śőśšő£ŋĺ£ňĺ ĺ ŋěŕřěřżćŋżň ćřěňěŋěň ĺ őŕĺśżćăěňżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżňĺ şřăćŋěŋĺ£ňĺ Łőńňőčőřőćă ďń£ ćěřő£šŋőśšěľ śőśšő£ŋĺľ.

Řăśśňőšřěŋŋżľ ć ŕ. 5.3 ňěšőď ŕřĺňěŋ£ńś£ ć ¡ńěłšřőšěţŋĺłě ŕřĺ řăśůěšě ŋăćěďěŋŋżţ šőłőć ć ¡ńěłšřĺůěśłĺţ űěŕ£ţ ŋăčřşğłĺ łăąěńĳŋżţ ńĺŋĺľ ść£ğĺ ŕřĺ ćőğďěľśšćĺĺ ŋă ŋĺţ őďĺŋőůŋżţ ĺňŕşńĳśőć čřőğőćőčő řăğř£ďă. Śőőšćěšśšćş¿źă£ ŋěőďŋőřőďŋă£ śĺśšěňă ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ţăřăłšěřĺğşěšś£ ąőńĳÿĺň řăğąřőśőň ĺ ŋăńĺůĺěň łőňŕńěłśŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ĺ ĺňěěš ążśšřő ğăšşţă¿źĺě ĺ śĺńĳŋő őśűĺńńĺřş¿źĺě łőňŕőŋěŋšż řěÿěŋĺ£. Ćőğňşźă¿źă£ ťşŋłűĺ£ ĺňěěš ćĺď (114) ĺ łăęďă£ ěě ŋěŋşńěćă£ śőśšăćń£¿źă£ £ćń£ěšś£ śşňňőľ ŋěśłőńĳłĺţ ¡łśŕőŋěŋš ś řăğńĺůŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ α_{ij} ĺ ŕőłăğăšěń£ňĺ śšěŕěŋěľ β_{ij}. Řěÿěŋĺě ¡šőľ ğăďăůĺ ćżůĺśń£- ńőśĳ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ăńčőřĺšňă ś őąřăšŋżňĺ ňăšřĺűăňĺ ś şďćőěŋŋżň ůĺśńőň ğŋăůăźĺţ űĺťř ŋă İĆŇ ĄİŚŇ-6. Řěÿěŋĺě šăłęě ążńő ŕřőćěďěŋő ğă őšńăďőůŋőě ćřěň£.

6. Ŋě£ćŋżě ňěšőďż Řşŋčě|Łşššă. Ćăęŋżň łńăśśőň őďŋőÿăčőćżţ ňěšőďőć řěÿěŋĺ£

ęěśšłĺţ ğăďăů £ćń£¿šś£ ŋě£ćŋżě ňěšőďż Řşŋčě|Łşššă, ĺňě¿źĺě śńěďş¿źĺľ ćĺď:

y_1 = y_0 + p_1k_1(h) + p_2k_2(h) + . . . + p_qk_q(h), (115) čďě k_1(h) = hf(x_0 + α_1h, y_0 + β_{11}k_1(h) + β_{12}k_2(h) + . . . + β_{1q}k_q(h)),

k_2(h) = hf(x_0 + α_2h, y_0 + β_{21}k_1(h) + β_{22}k_2(h) + . . . + β_{2q}k_q(h)), . . . . . . . . . . . .. . . . . .. . . . . . . . .. . . . . .. . . . . . . . .. . . . . .. . . . . . . . .. . . . . .. . . k_q(h) = hf(x_0 + α_qh, y_0 + β_{q1}k_1(h) + β_{q2}k_2(h) + . . . + β_{qq}k_q(h)).

(116)

Ůĺśńă α_i, β_{ij}, p_i ćżąĺřă¿šś£ šăł, ůšőąż řăğńőęěŋĺě ćżřăęěŋĺ£ (115) ŕő śšěŕěŋ£ň h śőćŕăďăńő ś řăğńőęěŋĺěň (1.6) ďő ŋěłőšőřőľ śšěŕěŋĺ h^s ćłń¿ůĺšěńĳŋő. Ŕřőĺńńń¿śšřĺřşěň ćżćőď ŋě£ćŋżţ ťőřňşń Řşŋčě|Łşššă ŋă ŕřĺňěřě ďćşůńěŋŋőľ ťőřňşńż

y_1 = y_0 + p_1k_1(h) + p_2k_2(h),

k_1(h) = hf(x_0 + α_1h, y_0 + β_{11}k_1(h) + β_{12}k_2(h)),

k_2(h) = hf(x_0 + α_2h, y_0 + β_{21}k_1(h) + β_{22}k_2(h)).

(117)

Ŋăţőďĺň ŕěřćş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ k^′_1(h) = f(x_0 + α_1h, y_0 + β_{11}k_1 + β_{12}k_2) + h(f^′_xα_1 + f^′_y(β_{11}k^′_1 + β_{12}k^′_2)).

Ŋăţőďĺň ćšőřş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ k^{′′}_1 (h) = 2(f^′_xα_1 + f^′_y(β_{11}k^′_1 + β_{12}k^′_2)) + hψ(h), čďě ψ(h) = f^{′′}_{xx}α^2_1 + 2f^{′′}_{xy}(β_{11}k^′_1 + β_{12}k^′_2) α_1 + f^{′′}_{yy}(β_{11}k^′_1 + β_{12}k^′_2)^2 + f^′_y(β_{11}k^{′′}_1 + β_{12}k^{′′}_2).

Ŋăţőďĺň šřěšĳ¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ k^{′′′}_1 (h) = 3ψ(h) + hψ^′(h).

Ăŋăńőčĺůŋő ćżůĺśń£¿šś£ ŕřőĺğćőďŋżě k^′_2(h), k^{00}_2 (h), k^{000}_2 (h). Ŕőďśšăćń£ěň h = 0 ĺ ŕőńşůăěň k_1(0) = 0, k_2(0) = 0, k^′_1(0) = f(x_0, y_0) = f_0, k^′_2(0) = f_0, k^{′′}_1(0) = 2(f^′_xα_1 + β_{11}f^′_yf_0 + β_{12}f^′_yf_0) = 2(f^′_xα_1 + f^′_yf_0(β_{11} + β_{12})), k^{′′}_2(0) = 2(f^′_xα_2 + f^′_yf_0(β_{21} + β_{22})), k^{′′′}_1 (0) = 3(f^{′′}_{xx}α^2_1 + 2f^{′′}_{xy}f_0(β_{11} + β_{12})α_1 + f^{′′}_{yy} f^2_0 (β_{11} + β_{12})^2 + 2f^′_yf^′_xβ_{11}α_1+ + 2f^{02}_y f_0β_{11}(β_{11} + β_{12}) + 2f^′_yf^′_xα_2β_{12} + 2f^{02}_y f_0β_{12}(β_{21} + β_{22})), k^{′′′}_2 (0) = 3(f^{′′}_{xx}α^2 + 2f^{′′}_{xy}f_0(β_{21} + β_{22})α_2 + f^{′′}_{yy} f^2_0 (β_{21} + β_{22})^2 + 2f^′_yf^′_xβ_{21}α_1+ + 2f^{02}_y f_0β_{21}(β_{11} + β_{12}) + 2f^′_yf^′_xα_2β_{22} + 2f^{02}_y f_0β_{22}(β_{21} + β_{22})).

Ŋăľďěŋŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ŕőďśšăćń£¿šś£ ć řăğńőęěŋĺě y_1 = y_0 + p_1k_1(h) + p_2k_2(h) = y_0 + (p_1k^′_1(0) + p_2k^′_2(0)) h + + (p_1k^{′′}_1 (0) + p_2k^{′′}_2(0)) h^2 2 + (p_1k^{′′′}_1 (0) + p_2k^{′′′}_2 (0)) h^3 6 + . . . . (118)

Łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ h ć řăğńőęěŋĺĺ (118) ĺňěěš ćĺď (p_1 + p_2)f_0. Ŕřĺřăćŋĺćă£ ěčő ł łő¡ťťĺűĺěŋšş ŕřĺ h ć řăğńőęěŋĺĺ (1.6), ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě p_1 + p_2 = 1. (119) Ŕřĺřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ ŕőďőąŋżţ ůńěŋăţ, śőďěřęăźĺţ h^2 ć řăğńőęěŋĺ£ţ (118) ĺ (1.6), ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺ£ p_1α_1 + p_2α_2 = 1 2 , (120)

p_1 (β_{11} + β_{12}) + p_2 (β_{21} + β_{22}) = 1 2 . (121) Ŕřĺřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ ŕőďőąŋżţ ůńěŋăţ, śőďěřęăźĺţ h^3 ć řăğńőęěŋĺ£ţ (118) ĺ (1.6), ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺ£ 3p_1α^2_1 + 3p_2α^2 = 1, (122) 3p_1α_1(β_{11} + β_{12}) + 3p_2α_2(β_{21} + β_{22}) = 1, (123) 3p_1(β_{11} + β_{12})^2 + 3p_2(β_{21} + β_{22})^2 = 1, (124) 6p_1(α_1β_{11} + α_2β_{12}) + 6p_2(α_1β_{21} + α_2β_{22}) = 1, (125)

6p_1(β_{11}(β_{11} + β_{12}) + β_{12}(β_{21} + β_{22})) + 6p_2(β_{21}(β_{11} + β_{12}) + β_{22}(β_{21} + β_{22})) = 1. (126) Ćőśěňĳ şřăćŋěŋĺľ (119)| (126) őąěśŕěůĺćă¿š ńőłăńĳŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ ťőřňşńż (117) ŕőř£ďłă O(h^4).

Ŕőńőęĺň α_1 = β_{11} + β_{12},

α_2 = β_{21} + β_{22}.

(127)

Šőčďă şřăćŋěŋĺě (121) śőćŕăďăěš ś şřăćŋěŋĺěň (120), şřăćŋěŋĺ£ (124) ĺ (123) śőćŕăďşš ś şřăćŋěŋĺěň (122), ă şřăćŋěŋĺě (126) | ś şřăćŋěŋĺěň (125). Ćňěśšő ćőśĳňĺ şřăćŋěŋĺľ ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ůěšżřě şřăćŋěŋĺ£ (119), (120), (122), (125). Ĺğ şřăćŋěŋĺ£ (119) ĺňěěň

p_1 = 1 − p_2.

Ŕőďśšăćń£ěň ¡šő ćżřăęěŋĺě ć (120):

α_1 − α_1p_2 + p_2α_2 = 1 2 , ĺńĺ p_2(α_2 − α_1) = 1 2 − α_1. (128)

Şřăćŋěŋĺě (122) ğăŕĺÿěšś£ šăł: (1 − p_2)α^2_1 + p_2α^2 = 1 3 , ĺńĺ p_2(α^2 − α^2_1) = 1 3 − α^2_1. (129)

Ŕőďěńĺć (129) ŋă (128), ĺňěěň

α_2 + α_1 = 1 3 − α^2_1 1 2 − α_1 , őšłşďă

α_2 = −α_1 + 1 3 − α^2_1 1 2 − α_1 . Ŋăľďěň řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺľ (119), (120), (122), (125) ć ŋěśłőńĳłĺţ ůăśšŋżţ śńşůă£ţ. Ŕşśšĳ

β_{11} = β_{22}, β_{12} = 0. Šőčďă β_{11} = α_1. Ŕőńőęĺň α_1 = 3 + √ 3 6 . Šőčďă α_2 = 3 − √ 3 6 , p_1 = 1 2 , p_2 = 1 2 . Ć řěğşńĳšăšě ŕřĺţőďĺň ł ŋě£ćŋőľ ťőřňşńě

y_1 = y_0 + 1 2 k_1 + 1 2 k_2,

k_1 = hf ( x_0 + 3 + √ 3 6 h, y_0 + 3 + √ 3 6 k_1 ) ,

k_2 = hf ( x_0 + 3 − √ 3 6 h, y_0 − √ 3 3 k_1 + 3 + √ 3 6 k_2 ) . (130)

Ŕőńşůěŋŋă£ ťőřňşńă ĺňěěš ńőłăńĳŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ O(h^4). Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šő ňěšőď šřěšĳěčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ.

Ŕřĺňěŋĺň ťőřňşńş (130) ł ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňě (1.120), (1.121). Ťőřňşńă ďń£ k_1 ŕřĺŋĺňăěš ćĺď k_1 = hA(y_0 + α_1k_1) = hAy_0 + α_1hAk_1.

Őšś¿ďă ŋăţőďĺň k_1 = (E − α_1hA)^{−1}hAy_0.

Ťőřňşńă ďń£ k_2 ŕřĺŋĺňăěš ćĺď

k_2 = hA ( y_0 + (α_2 − α_1)(E − α_1hA)^{−1}hAy_0 ) + α_1hAk_2.

Őšś¿ďă ŋăţőďĺň

k_2 = (E − α_1hA)^{−1}hA ( E + (α_2 − α_1)(E − α_1hA)^{−1}hA ) y_0.

Ŕőďśšăćń£ěň ŋăľďěŋŋżě ćżřăęěŋĺ£ ďń£ k_1 ĺ k_2 ć (130):

y_1 = ( E + 1 2 (E − α_1hA)^{−1}hA + 1 2 (E − α_1hA)^{−1}hA ( E + (α_2 − α_1)(E − α_1hA)^{−1}hA )) y_0 = = ( E + (E − α_1hA)^{−1}hA + 1 2 (α_2 − α_1)((E − α_1hA)^{−1})^2h^2A^2 ) y_0 =

= ((E − α_1hA)^{−1})^2 ( (E − α_1hA)^2 + (E − α_1hA)hA + 1 2 (α_2 − α_1)h^2A^2 ) y_0 =

= (E − 2α_1hA + α^2_1h^2A^2)^{−1} ( E + (1 − 2α_1)hA + (α^2_1 − 3 2 α_1 + 1 2 α_2)h^2A^2 ) y_0.

Ŕřĺţőďĺň ł śőőšŋőÿěŋĺ¿ y_1 = F (Ah)y_0, (131) čďě F (Ah) = ( E − 3 + √ 3 3 Ah + 2 + √ 3 6 A^2h^2 )_−1( E − √ 3 3 Ah − 1 + √ 3 6 A^2h^2 ) . (132)

Ĺğ śőőšŋőÿěŋĺ£ (131) ŕőńşůăěň y_{n+1} = F (Ah)y_n. (133) Řăśśňőšřĺň ŋě£ćŋş¿ ťőřňşńş Řşŋčě|Łşššă (117) ćšőřőčő ŕőř£ďłă. Ć ¡šőň śńşůăě ďőśšăšőůŋő şďőćńěšćőřĺšĳ şřăćŋěŋĺ£ (119) ĺ (120). Ŕşśšĳ β_{11} = β_{12} = 0. Šőčďă α_1 = 0. Ŕőńőęĺň β_{22} = β ĺ řăśśňőšřĺň ŋě£ćŋş¿ ťőřňşńş ćĺďă

y_1 = y_0 + p_1k_1 + p_2k_2,

k_1 = hf(x_0, y_0),

k_2 = hf(x_0 + α_2h, y_0 + (α_2 − β) k_1 + βk_2).

(134)

Ŕřĺňěŋĺň ťőřňşńş (134) ł ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňě (1.120), (1.121). Ťőřňşńă ďń£ k_1 ŕřĺŋĺňăěš ćĺď

k_1 = Ahy_0.

Ťőřňşńă ďń£ k_2 ŕřĺŋĺňăěš ćĺď

k_2 = Ahy_0 + (α_2 − β)A^2h^2y_0 + βAhk_2.

Őšś¿ďă ŋăţőďĺň k_2 = (E − βAh)^{−1}(Ah + (α_2 − β)A^2h^2) y_0.

Ŕőďśšăćń£ěň ŋăľďěŋŋżě ćżřăęěŋĺ£ ďń£ k_1 ĺ k_2 ć (134):

y_1 = ( E + p_1Ah + p_2(E − βAh)^{−1}(Ah + (α_2 − β)A^2h^2) ) y_0 = = (E − βAh)^{−1} ( (E − βAh)(E + p_1Ah) + p_2(Ah + (α_2 − β) A^2h^2) ) y_0 =

= (E − βAh)^{−1}(E + (p_1 − β) Ah − βp_1A^2h^2 + p_2Ah + p_2(α_2 − β) A^2h^2) y_0 = = (E − βAh)^{−1} ( E + (p_1 + p_2 − β) Ah + (p_2α_2 − β(p_1 + p_2)) A^2h^2 ) y_0.

Şůĺšżćă£ (119) ĺ (120), ŕőńşůăěň

y_1 = (E − βAh)^{−1}(E + (1 − β) Ah + (1/2 − β) A^2h^2) y_0.

Ŕőńőęĺň β = 1 2 . Šőčďă ŕřĺţőďĺň ł śőőšŋőÿěŋĺ¿ (131), ć łőšőřőň F (Ah) = ( E − 1 2 Ah )_−1( E + 1 2 Ah ) . (135)

Ĺğ (119) ĺ (120) ĺňěěň p_2 = 1 2α_2

, p_1 =

2α_2 − 1

2α_2 . Ŕřĺ α_2 = 1 ťőřňşńă (134) ŕřĺőąřěšăěš ćĺď

y_1 = y_0 + 1 2 k_1 + 1 2 k_2,

k_1 = hf(x_0, y_0),

k_2 = hf ( x_0 + h, y_0 + 1 2 k_1 + 1 2 k_2 ) , (136)

ă ŕřĺ α_2 = 1 2 y_1 = y_0 + k_2,

k_1 = hf(x_0, y_0),

k_2 = hf ( x_0 + 1 2 h, y_0 + 1 2 k_2 ) . (137)

Ćő ćśěţ řăśśňőšřěŋŋżţ śńşůă£ţ ŕřĺňěŋěŋĺě ŋě£ćŋőčő ňěšőďă Řşŋčě|Łşššă ł ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňě (1.120), (1.121) ŕřĺćőďĺš ł řăğŋőśšŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ (133), ć łőšőřőň F (Ah) | ťşŋłűĺ£ őš ňăšřĺűż, ğăćĺś£źă£ őš ĺśŕőńĳğşěňőľ ŋě£ćŋőľ ťőřňşńż. Řăśłńăďżćă£ y_n ŕő śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřăň ňăšřĺűż A, ĺňěěň

y_{n+1} = F (Ah)y_n = M∑ j=1 F (Ah)C^j_ne_j. Şůĺšżćă£ śőőšŋőÿěŋĺě F (Ah) e_j = F (λ_jh) e_j, łőšőřőě ŕőńşůăěšś£ ĺğ ťőřňşńż Ńăčřăŋęă|Śĺńĳćěśšřă ďń£ ňăšřĺůŋőľ ťşŋłűĺĺ, ćżřăęěŋĺě ďń£ y_{n+1} ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

y_{n+1} = M∑ j=1 F (λ_jh) C^j_ne_j .

Őšś¿ďă ŕőńşůăěšś£ ťőřňşńă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć

C^j_{n+1} = F (λ_jh) C^j_n,

łőšőřă£ śőćŕăďăěš ś ťőřňşńőľ ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (5)

y_{n+1} = F (λ_jh)y_n. (138)

Ŕő¡šőňş ő ŕőćěďěŋĺĺ śőśšăćń£¿źěľ (7) řěÿěŋĺ£ y_n şřăćŋěŋĺ£ (133) ňőęŋő śşďĺšĳ ŕő ŕőćěďěŋĺ¿ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (5).

Ďń£ (130) ćżřăęěŋĺě ďń£ F (λ_jh) ĺňěěš ćĺď

F (λ_jh) = 1 − √ 3 3 λ_jh − 1 + √ 3 6 λ^2_j h^2 1 − 3 + √ 3 3 λ_jh + 2 + √ 3 6 λ^2_j h^2 .

Ěśńĺ λ_j < 0, šő |F (λ_jh)| < 1. Ŕőłăğăŋő, ůšő ěśńĺ λ_j = a + bi ĺ a < 0, šő |F (λ_jh)| < 1. Ďń£ ťőřňşń (136), (137)

F (λ_jh) = 1 + 1 2 λ_jh 1 − 1 2 λ_jh . (139)

Ěśńĺ λ_j = a + bi ĺ a < 0, šő |F (λ_jh)| < 1.

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺňěŋěŋĺě şłăğăŋŋżţ ťőřňşń ďń£ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (5) őąěśŕěůĺćăěš şążćăŋĺě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (138) ŕřĺ n →∝ ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň h. Śńěďőćăšěńĳŋő, őąěśŕěůĺćăěšś£ śšřěňńěŋĺě ł ŋşń¿ ćśěţ śőśšăćń£¿źĺţ (7) řěÿěŋĺ£ řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (133), łőšőřżě śőőšćěšśšćş¿š śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ś őšřĺűăšěńĳŋőľ ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ůăśšĳ¿. Ŕő- ¡šőňş ďń£ şśšőľůĺćżţ śĺśšěň ŕőśńě ŕřőţőęďěŋĺ£ ŕőčřăŋĺůŋőčő śńő£ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ňőęěš ążšĳ şćěńĺůěŋ. Ŕřĺ ¡šőň śőţřăŋ£ěšś£ ůĺśńěŋŋă£ şśšőľůĺćőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£.

Ňż ŕőśšřőĺńĺ ŋě£ćŋżě ďćşţůńěŋŋżě ťőřňşńż Řşŋčě|Łşššă ćšőřőčő ĺ šřěšĳěčő ŕőř£ďłă, ŕřĺňěŋěŋĺě łőšőřżţ ďń£ ęěśšłĺţ śĺśšěň ŕőğćőń£ěš şćěńĺůĺćăšĳ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, őčřăŋĺůĺćă£ ěčő ěďĺŋśšćěŋŋżň šřěąőćăŋĺěň ďőśšĺęěŋĺ£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ. Ąăšůěř ďőłăğăń, ůšő ďń£ łăęďőčő q śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŋě£ćŋă£ ťőřňşńă Řşŋčě|Łşššă (115), (116) ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ 2q, ŕřĺůěň łő¡ťťĺűĺěŋšż ¡šőľ ťőřňşńż şďőćńěšćőř£¿š śńěďş¿źĺň şśńőćĺ£ň:

1) łő¡ťťĺűĺěŋšż α_i = q∑ j=1 β_{ij}, i = 1, . . . , q, £ćń£¿šś£ ŋşń£ňĺ ňŋőčőůńěŋă Ńěęăŋďřă q-ľ

śšěŕěŋĺ L_q(2α − 1) = 1 2^qq! · d^q(x^2 − 1)^q dx^q | | | | | x=2α−1 ; 2) łő¡ťťĺűĺěŋšż p_i şďőćńěšćőř£¿š şřăćŋěŋĺ£ň q∑ i=1 p_iα^{k−1}_i = 1 k , k = 1, . . . , q; (140)

3) łő¡ťťĺűĺěŋšż β_{ij} şďőćńěšćőř£¿š şřăćŋěŋĺ£ň q∑ j=1 β_{ij}α^{k−1}_j = 1 k α^k_i , i, k = 1, . . . , q. (141) İšĺ ňěšőďż ŋăğżćă¿šś£ ňěšőďăňĺ őŕšĺňăńĳŋőčő ŕőř£ďłă.

Ŕőśšřőĺň ŋě£ćŋżě ňěšőďż Řşŋčě-Łşššă őŕšĺňăńĳŋőčő ŕőř£ďłă ďń£ q = 1, 2, 3. Ňŋőčőůńěŋ Ńěęăŋďřă ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ ĺňěěš ćĺď L_1(x) = x.

Śńěďőćăšěńĳŋő, L_1(2α − 1) = 2α − 1.

Őšś¿ďă α = 1 2 . Łő¡ťťĺűĺěŋš p őŕřěďěń£ěšś£ ĺğ şřăćŋěŋĺ£ (140) £ćŋő: p = 1. Šăłĺň őąřăğőň, őďŋőůńěŋŋă£ ťőřňşńă ćšőřőčő ŕőř£ďłă ĺňěěš ćĺď

y_{n+1} = y_n + k, k = hf ( x_n + 1 2 h, y_n + 1 2 k ) . (142)

Ťőřňşńă (142) ňőęěš ążšĳ ŋăğćăŋă ŋě£ćŋőľ ťőřňşńőľ śřěďŋĺţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć. Ŕřĺňěŋěŋĺě ťőřňşńż (142) ďń£ ğăďăůĺ (1.120), (1.121) ŕřĺćőďĺš ł śńěďş¿źěňş ćżřăęěŋĺ¿ ďń£ k: k = Ahy_n + 1 2 Ahk. Őšś¿ďă k = ( E − 1 2 Ah )_−1 Ahy_n ĺ y_{n+1} = y_n + ( E − 1 2 Ah )_−1 Ahy_n = ( E + ( E − 1 2 Ah )_−1 Ah ) y_n = = ( E − 1 2 Ah )_−1( E − 1 2 Ah + Ah ) y_n = ( E − 1 2 Ah )_−1( E + 1 2 Ah ) y_n. Śńěďőćăšěńĳŋő, ňăšřĺůŋă£ ťşŋłűĺ£ F (Ah) ďń£ ďăŋŋőčő ňěšőďă ĺňěěš ćĺď (135), š.ě. šăłőľ ęě, łăł ĺ ďń£ ďćşţůńěŋŋżţ ťőřňşń ćšőřőčő ŕőř£ďłă. Ŕřĺňěŋěŋĺě (142) ł şřăćŋěŋĺ¿ (5) šăłęě ŕřĺćőďĺš ł řăğŋőśšŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ (138), ć łőšőřőň F (λ_jh) ğăďăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ (139).

Ňŋőčőůńěŋ Ńěęăŋďřă ćšőřőľ śšěŕěŋĺ ĺňěěš ćĺď

L_2(x) = 1 2 (3x^2 − 1).

Śńěďőćăšěńĳŋő, L_2(2α − 1) = 1 2 (3(2α − 1)^2 − 1).

Őšś¿ďă

α_1 = 1 2 − √ 3 6 , α_2 = 1 2 + √ 3 6 . Łő¡ťťĺűĺěŋšż p_1 ĺ p_2 őŕřěďěń£¿šś£ ĺğ şřăćŋěŋĺľ (140)

p_1 + p_2 = 1,

p_1α_1 + p_2α_2 = 1 2 , řěÿěŋĺě łőšőřżţ ďăěš śńěďş¿źĺě ğŋăůěŋĺ£:

p_1 = 1 2 − α_2 α_1 − α_2 = 1 2 , p_2 = 1 2 . Łő¡ťťĺűĺěŋšż β_{11} ĺ β_{12} őŕřěďěń£¿šś£ ĺğ şřăćŋěŋĺľ (141) ŕřĺ i = 1:

β_{11} + β_{12} = α_1,

β_{11}α_1 + β_{12}α_2 = 1 2 α^2_1,

řěÿěŋĺě łőšőřżţ ďăěš śńěďş¿źĺě ğŋăůěŋĺ£:

β_{11} = 1 2 α^2_1 − α_1α_2

α_1 − α_2 = 1 4 , β_{12} = 1 4 − √ 3 6 . Łő¡ťťĺűĺěŋšż β_{21} ĺ β_{22} őŕřěďěń£¿šś£ ĺğ şřăćŋěŋĺľ (141) ŕřĺ i = 2:

β_{21} + β_{22} = α_2,

β_{21}α_1 + β_{22}α_2 = 1 2 α^2, řěÿěŋĺě łőšőřżţ ďăěš śńěďş¿źĺě ğŋăůěŋĺ£:

β_{21} = − 1 2 α^2

α_1 − α_2 = 1 4 + √ 3 6 , β_{22} = 1 4 . Šăłĺň őąřăğőň, ďćşůńěŋŋă£ ťőřňşńă ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă ĺňěěš ćĺď

y_{n+1} = y_n + 1 2 k_1 + 1 2 k_2,

k_1 = hf ( x_n + ( 1 2 − √ 3 6 ) h, y_n + 1 4 k_1 + (1 4 − √ 3 6 ) k_2 ) ,

k_2 = hf ( x_n + ( 1 2 + √ 3 6 ) h, y_n + (1 4 + √ 3 6 ) k_1 + 1 4 k_2 ) . (143)

Ŕřĺňěŋěŋĺě (143) ł şřăćŋěŋĺ¿ (5) ŕřĺćőďĺš ł řăğŋőśšŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ (138), ć łőšőřőň

F (λ_jh) =

12 + 6λ_jh − λ^2_j h^2 12 − 6λ_jh + λ^2_j h^2 . Ŕőłăğăŋő, ůšő ěśńĺ Re(λ_j) < 0, šő |F (λ_jh)| < 1.

Ňŋőčőůńěŋ Ńěęăŋďřă šřěšĳěľ śšěŕěŋĺ ĺňěěš ćĺď

L_3(x) = 1 2 (5x^3 − 3x).

Śńěďőćăšěńĳŋő, L_3(2α − 1) = 1 2 (5(2α − 1)^3 − 3(2α − 1)).

Őšś¿ďă

α_1 = 1 2 − √ 15 10 , α_2 = 1 2 , α_3 = 1 2 + √ 15 10 . Łő¡ťťĺűĺěŋšż p_i őŕřěďěń£¿šś£ ĺğ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ

p_1 + p_2 + p_3 = 1,

p_1α_1 + p_2α_2 + p_3α_3 = 1 2 , p_1α^2_1 + p_2α^2 + p_3α^2_3 = 1 3 . Łő¡ťťĺűĺěŋšż β_{11}, β_{12}, β_{13} őŕřěďěń£¿šś£ ĺğ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ (141) ŕřĺ i = 1:

β_{11} + β_{12} + β_{13} = α_1,

β_{11}α_1 + β_{12}α_2 + β_{13}α_3 = 1 2 α^2_1,

β_{11}α^2_1 + β_{12}α^2 + β_{13}α^2_3 = 1 3 α^3_1.

Łő¡ťťĺűĺěŋšż β_{2j} ĺ β_{3j}, j = 1, 2, 3, őŕřěďěń£¿šś£ ĺğ ăŋăńőčĺůŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Őŕřěďěńĺšěńĺ ¡šĺţ śĺśšěň £ćń£¿šś£ őŕřěďěńĺšěń£ňĺ Ćăŋďěřňőŋďă, ŕő¡šőňş łăęďă£ šăłă£ śĺśšěňă ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě.

Ć řěğşńĳšăšě ňż ŕřĺţőďĺň ł śńěďş¿źěľ šřěţůńěŋŋőľ ťőřňşńě ÿěśšőčő ŕőř£ďłă:

y_{n+1} = y_n + 5 18 k_1 + 4 9 k_2 + 5 18 k_3,

k_1 = hf ( x_n + ( 1 2 − √ 15 10 ) h, y_n + 5 36 k_1 + ( 2 9 − √ 15 15 ) k_2 + ( 5 36 − √ 15 30 ) k_3 ) ,

k_2 = hf ( x_n + 1 2 h, y_n + ( 5 36 + √ 15 24 ) k_1 + 2 9 k_2 + ( 5 36 − √ 15 24 ) k_3 ) ,

k_3 = hf ( x_n + ( 1 2 + √ 15 10 ) h, y_n + ( 5 36 + √ 15 30 ) k_1 + ( 2 9 + √ 15 15 ) k_2 + 5 36 k_3 ) .

(144)

Ŕřĺňěŋěŋĺě (144) ł şřăćŋěŋĺ¿ (5) ŕřĺćőďĺš ł řăğŋőśšŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ (138), ć łőšőřőň

F (λ_jh) =

120 + 60λ_jh + 12λ^2_j h^2 + λ^3_j h^3 120 − 60λ_jh + 12λ^2_j h^2 − λ^3_j h^3 . Ŕőłăğăŋő, ůšő ěśńĺ Re(λ_j) < 0, šő |F (λ_jh)| < 1.

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺňěŋěŋĺě ŋě£ćŋżţ ťőřňşń Řşŋčě|Łşššă ďń£ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ęěśšłĺţ śĺśšěň (1.120), (1.121) őąěśŕěůĺćăěš ŕřĺ n →∝ ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň h ğăšşţăŋĺě ćśěţ śőśšăćń£¿- źĺţ (7) řěÿěŋĺ£ řăğŋőśšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (133), łőšőřżě śőőšćěšśšćş¿š śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ś őšřĺűăšěńĳŋőľ ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ůăśšĳ¿. İšő őąśšő£šěńĳśšćő ŕőğćőń£ěš şćěńĺůĺćăšĳ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕőśńě ŕřőţőęďěŋĺ£ ŕőčřăŋĺůŋőčő śńő£, cőţřăŋ££ ůĺśńěŋŋş¿ şśšőľůĺćőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ŕřĺćěďěň śŕĺśőł ńĺšěřăšşřż, řěłőňěŋďşěňżľ ł čń.3: [1, 3 | 5, 7, 16, 18, 19, 22, 24, 32, 34, 41, 42].