ŇŐŚŁŐĆŚŁĹĽ ČŐŚŞĎĂŘŚŠĆĚŊŊŻĽ ŞŊĹĆĚŘŚĹŠĚŠ ĺň. Ň.Ć. ŃŐŇŐŊŐŚŐĆĂ Ŋăşůŋő-ĺśśńěďőćăšěńĳśłĺľ ćżůĺśńĺšěńĳŋżľ űěŋšř

ŔŘĂŁŠĹŁŞŇ ŊĂ İĆŇ ŔŐ ĆŻŮĹŚŃĹŠĚŃĲŊŻŇ ŇĚŠŐĎĂŇ

Ő.Ą. Ăřşÿăŋ£ŋ, Ś.Ť. Ğăń-ěšłĺŋ

ŘĚŸĚŊĹĚ ĞĂĎĂŮĹ ŁŐŸĹ ĎŃ§ ŐĄŻŁŊŐĆĚŊŊŻŢ ĎĹŤŤĚŘĚŊŰĹĂŃĲŊŻŢ ŞŘĂĆŊĚŊĹĽ ŐĎŊŐŸĂČŐĆŻŇĹ ŘĂĞŊŐŚŠŊŻŇĹ ŇĚŠŐĎĂŇĹ

Řăąőšă ŕőďďěřęăŋă ŘŤŤĹ (ŕřőěłš 01{07{90173)

Ňőśłćă, 2002

Ğ Ă Ď Ă Ŋ Ĺ Ě

\Řěÿěŋĺě ğăďăůĺ Łőÿĺ ďń£ őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ őďŋőÿăčőćżňĺ řăğŋőśšŋżňĺ ňěšőďăňĺ"

1. Űěńĳ ğăďăŋĺ£

1) Ŕřăłšĺłă řăąőšż ŋă İĆŇ.

2) Ŕřăłšĺłă ŕřĺňěŋěŋĺ£ őďŋőÿăčőćżţ ňěšőďőć ůĺśńěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ Łőÿĺ ďń£ őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

3) Ŕřăłšĺłă ć ňőďşńĳŋőň ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺĺ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ăńčőřĺšňĺůěśłőčő £ğżłă ŤŐŘŠŘĂŊ.

4) Ŕřăłšĺłă ć ĺśŕőńĳğőćăŋĺĺ ąĺąńĺőšěł ŕřőčřăňň řěÿěŋĺ£ šĺŕőćżţ ňăšěňăšĺůěśłĺţ ğăďăů.

2. Ŕőśšăŋőćłă ğăďăůĺ

Ďăŋă ğăďăůă Łőÿĺ ďń£ őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă

y^′ = f(x; y); x_0 < x < x_0 + X; (1)

y(x_0) = y_0; (2)

łőšőřă£ ĺňěěš ŋă ğăďăŋŋőň őšřěğłě [x_0; x_0 +X] ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě. Šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ¡šőľ ğăďăůĺ ś ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĳ¿, ĺśŕőńĳğş£ £ćŋżě ňěšőďż šĺŕă Řşŋčě{Łşššă.

Ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ŋăďő ćżŕőńŋĺšĳ őďŋő ĺğ ďćşţ ğăďăŋĺľ Ă ĺńĺ Ą.

Ğăďăŋĺě Ă. Ćżůĺśńĺšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ďăŋŋőľ ğăďăůĺ Łőÿĺ ňěšőďőň Řşŋčě{Łşššă

ś ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĳ¿, ĺśŕőńĳğş£ řăğńĺůŋżě śŕőśőąż őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£. Ŕřőćěśšĺ śřăćŋĺšěńĳŋżľ ăŋăńĺğ ŕőńşůěŋŋżţ řěğşńĳšăšőć.

Ğăďăŋĺě Ą. Ŋăľšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ Łőÿĺ ňěšőďőň Řşŋčě{Łşššă ś ğăďăŋ-

ŋőľ šőůŋőśšĳ¿, ĺśŕőńĳğş£ řăğńĺůŋżě śŕőśőąż ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Ŕřőćěśšĺ śřăćŋĺšěńĳŋżľ ăŋăńĺğ ŕőńşůěŋŋżţ řěğşńĳšăšőć.

Ć őąőĺţ ğăďăŋĺ£ţ šřěąşěšś£ šăłęě řěÿĺšĳ ďăŋŋş¿ ğăďăůş Łőÿĺ, ŕřĺňěŋ££ ąĺąńĺőšěłş ŕřőčřăňň řěÿěŋĺ£ šĺŕőćżţ ğăďăů ůĺśńěŋŋőčő ăŋăńĺğă, ĺňě¿źş¿ś£ ć ÿšăšŋőň ŕřőčřăňňŋőň őąěśŕěůěŋĺĺ ĺśŕőńĳğşěňőľ İĆŇ, ĺ śřăćŋĺšĳ řěğşńĳšăšż, ŕőńşůěŋŋżě ŕő śőśšăćńěŋŋőľ ŕřőčřăňňě, ś řěğşńĳšăšăňĺ ąĺąńĺőšěůŋőľ ŕřőčřăňňż.

Ğďěśĳ ŕřĺćěďěŋă őąźă£ ŕőśšăŋőćłă ğăďăůĺ. Őŋă ąşďěš şšőůŋ£šĳś£ ŕřĺ őŕĺśăŋĺĺ śšřşłšşřż ŕřőčřăňňż ĺ ćăřĺăŋšőć.

3. Őďŋőÿăčőćżě ňěšőďż řěÿěŋĺ£ őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ

Ć řăğńĺůŋżţ ŕřěďňěšŋżţ őąńăśš£ţ ůăśšő ćśšřěůă¿šś£ ć łăůěśšćě ňăšěňăšĺůěśłĺţ ňőďěńěľ ĺğşůăěňżţ ŕřőűěśśőć őążłŋőćěŋŋżě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£. Ćő ňŋőčĺţ śńşůă£ţ šăłĺě şřăćŋěŋĺ£ ŋě ĺŋšěčřĺřş¿šś£ ć £ćŋőň ćĺďě. Ŕő¡šőňş ŋěőąţőďĺňő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ňěšőďż, ŕőğćőń£- ¿źĺě ŕőńşůăšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ. Ś ŕřĺňěřőň šăłĺţ ňěšőďőć ğŋăłőň£šś£ şęě ć őąźěľ šěőřĺĺ őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ, łőčďă ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě śşźěśšćőćăŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1), şďőćńěšćőř£¿źěčő ŋăůăńĳŋőňş şśńőćĺ¿ (2), ĺśŕőńĳğşěšś£ ňěšőď ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ Ŕĺłăřă. Řěÿěŋĺě (1), (2) ŕőńşůăěšś£ łăł ŕřěďěń ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ y_0(x); y_1(x); : : :; y_n(x); : : : ;

čďě y_n(x) = y_0 + x∫ x_0

f(; y_{n−1}())d; y_0(x) ≡ y_0: (3)

Ťşŋłűĺ¿ y_n(x) ś ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺň ŋőňěřőň n ňőęŋő ŕřĺŋ£šĳ ğă ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ (1) ĺ (2). Őďŋăłő, ěśńĺ ŕřăćă£ ůăśšĳ f(x; y) şřăćŋěŋĺ£ (1) | śńőęŋă£ ťşŋłűĺ£, šő ŕřĺňěŋěŋĺě ¡šőčő ňěšőďă ŋăšăńłĺćăěšś£ ŋă ąőńĳÿĺě šřşďŋőśšĺ, ŕőśłőńĳłş ĺŋšěčřăń ć (3) ŋě ąşďěš ąřăšĳś£ ć łćăďřăšşřăţ ĺ řěÿěŋĺě ŋěńĳğ£ ŕőńşůĺšĳ ć ăŋăńĺšĺůěśłőň ćĺďě. Ňż ąşďěň ŕřĺňěŋ£šĳ ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż, łőšőřżě ŕőğćőń£¿š ŕőńşůăšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ ć ćĺďě šăąńĺűż ůĺśěń.

3.1. Őąźěě ŕřěďśšăćńěŋĺě őďŋőÿăčőćżţ ňěšőďőć

Ŕşśšĳ šřěąşěšś£ ŋăľšĺ řěÿěŋĺě ğăďăůĺ (1), (2) ŋă őšřěğłě [x_0; x_0 + X]. Ćőğĳňěň řăğąĺěŋĺě őšřěğłă šőůłăňĺ x_0 < x_1 < x_2 < : : : < x_n = x_0 + X:

İšőš ŋăąőř šőůěł ŋăğżćăěšś£ śěšłőľ, ă šőůłĺ x_n | şğńăňĺ śěšłĺ. Řăśśňőšřĺň őďŋőÿăčőćżě ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż, š.ě. šăłĺě, łőšőřżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ďă¿š ŕřĺąńĺęěŋĺě y_n ł ğŋăůěŋĺ£ň šőůŋőčő řěÿěŋĺ£ y(x_n) ć łăęďőň şğńě x_n śěšłĺ ŋă őśŋőćě ĺğćěśšŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ y_{n−1} ł řěÿěŋĺ¿ ć ŕřěďżďşźěň şğńě x_{n−1}. Ć őąźěň ćĺďě ĺţ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ šăł:

y_{n+1} = F(f; x_{n+1}; x_n; y_{n+1}; y_n): (4)

Ňż ğăľňěňś£ šőńĳłő £ćŋżňĺ őďŋőÿăčőćżňĺ ňěšőďăňĺ, ďń£ łőšőřżţ ťşŋłűĺ£ F ŋě ğăćĺśĺš őš y_{n+1}. Őąőğŋăůă£ h = x_{n+1} − x_n;

£ćŋżě őďŋőÿăčőćżě ňěšőďż ąşďěň ğăŕĺśżćăšĳ šăłęě ć ćĺďě:

y_{n+1} = F(f; h; x_n; y_n): (5)

3.2. Ňěšőď ř£ďőć Šěľńőřă

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŕřăćă£ ůăśšĳ f(x; y) ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1) ĺňěěš ŋěŕřěřżćŋżě ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ďő ŕőř£ďłă s. Šőčďă ĺśłőňőě řěÿěŋĺě y(x) ąşďěš ĺňěšĳ ŋěŕřěřżćŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ďő s + 1 ŕőř£ďłă ćłń¿ůĺšěńĳŋő. Šőůŋőě ğŋăůěŋĺě řěÿěŋĺ£ ć şğńě x_1 ğăŕĺÿěň ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă

y(x_1) = y_0 + hy^′_0 + h^22 y^{′′}_0 + : : : + h^ss! y^{(s)}_0 + h^{s+1}(s + 1)!y^{(s+1)}(); (6) čďě y^{(k)}_0 = y^{(k)}(x_0); h = x_1 − x_0; x_0 < < x_1:

Ňőęěš őłăğăšĳś£, ůšő ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ś ŋşęŋőľ ŋăň šőůŋőśšĳ¿ ŋě šřěąşěšś£ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ćśě ůńěŋż ťőřňşńż (6). Ŕřőĺğćőďŋżě, ćţőď£źĺě ć ŕřăćş¿ ůăśšĳ ťőřňşńż (6), ňőčşš ążšĳ ťăłšĺůěśłĺ ŋăľďěŋż:

y^′ = f(x_0; y_0);

y^{′′} =^{f^′_x + ff^′_y^}_0;

y^{′′′}_0 =^{f^{′′}_{xx} + 2ff^{′′}_{xy} + f^2f^{′′}_{yy} + (f^′_x + ff^′_y )f^′_y^}_0 : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Ś şćěńĺůěŋĺěň ŕőř£ďłă ćżřăęěŋĺ£ ďń£ ŕřőĺğćőďŋżţ śšăŋőć£šś£ ćśě ąőńěě čřőňőğďłĺňĺ, ĺ őŕřěďěńěŋĺě ćśěţ ¡šĺţ ŕřőĺğćőďŋżţ šřěąşěš ąőńĳÿěčő őąžěňă ćżůĺśńěŋĺľ. İšő £ćń£ěšś£ śşźěśšćěŋŋżň ŋěďőśšăšłőň ďăŋŋőčő ňěšőďă.

3.3. §ćŋżě ňěšőďż šĺŕă Řşŋčě{Łşššă

Řşŋčě ŕřěďńőęĺń śńěďş¿źş¿ ĺďě¿, őśŋőćăŋŋş¿ ŋă ćżůĺśńěŋĺĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ y_1 ć şğńě x_0 + h ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ y_1 = y_0 + p_{q1}k_1(h) + p_{q2}k_2(h) + : : : + p_{qq}k_q(h); (7) čďě k_1(h) = hf(x_0; y_0);

k_2(h) = hf(x_0 + ¸_2h; y_0 + ˛_{21}k_1(h)); : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : :

k_q(h) = hf(x_0 + ¸_qh; y_0 + ˛_{q1}k_1(h) + : : : + ˛_{q,q−1}k_{q−1}(h)):

Ůĺśńă ¸_i, ˛_{ij}, p_{qi} ćżąĺřă¿šś£ šăł, ůšőąż řăğńőęěŋĺě ćżřăęěŋĺ£ (7) ŕő śšěŕěŋ£ň h śőćŕăďăńő ś řăğńőęěŋĺěň (6) ďő ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőľ śšěŕěŋĺ ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕřăćőľ ůăśšĺ f(x; y) ĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň ÿăčě h. İšő ¡łćĺćăńěŋšŋő śńěďş¿źěňş. Ěśńĺ ććěśšĺ ćśŕőňőčăšěńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿

’_q(h) = y(x_0 + h) − y_0 − q∑ i=1 p_{qi}k_i(h); (8)

šő ěě řăğńőęěŋĺě ŕő śšěŕěŋ£ň h ďőńęŋő ŋăůĺŋăšĳś£ ś ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőľ śšěŕěŋĺ:

’_q(h) = h^{s+1}(s + 1)! ’^{(s+1)}_q (0) + o(h^{s+1}): (9)

Ěśńĺ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ¡šĺ ŕőśšő£ŋŋżě šăł, ůšőąż řăğńőęěŋĺě ’_q(h) ĺňěńő ćĺď (9), šő čőćőř£š, ůšő ťőřňşńă (7) ś ćżąřăŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺňěěš ŕőř£ďőł šőůŋőśšĺ s. Ćěńĺůĺŋă ȷ_1 = ’_q(h) = y(x_0 + h) − y_1 ŋăğżćăěšś£ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿ ňěšőďă ŋă ÿăčě ĺńĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿ ňěšőďă, ă ŕěřćőě śńăčăěňőě ć (9) h^{s+1} (s + 1)! ’^{s+1q}

(0) (10)

ŋăğżćăěšś£ čńăćŋżň ůńěŋőň ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă. Ďőłăğăŋő, ůšő ěśńĺ q = 1; 2; 3; 4, šő ćśěčďă ňőęŋő ćżąřăšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż ¸_i, ˛_{ij}, p_{qi} šăł, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ňěšőď šĺŕă Řşŋčě{Łşššă ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ q. Ŕřĺ q = 5 ŋěćőğňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ňěšőď šĺŕă Řşŋčě{Łşššă (7) ŕ£šőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ, š.ě. ŋşęŋő ąřăšĳ ć łőňąĺŋăűĺĺ (7) ąőńěě ŕ£šĺ ůńěŋőć.

3.3.1. Őďŋőůńěŋŋă£ ťőřňşńă

Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ šăłş¿ ťőřňşńş, łőčďă ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ć šőůłě x_1 = x_0 + h ĺźěšś£ ć ćĺďě: y_1 = y_0 + p_{11}k_1(h); čďě k_1(h) = hf(x_0; y_0):

Ěďĺŋśšćěŋŋżľ łő¡ťťĺűĺěŋš p_{11} ňż ŕőďąĺřăěň šăł, ůšőąż ć řăğńőęěŋĺĺ ŕő śšěŕěŋ£ň h ťşŋłűĺĺ (8), ć ďăŋŋőň śńşůăě řăćŋőľ ’_1(h) = y(x_0 + h) − y_0 − p_{11}k_1(h);

ňăłśĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ůńěŋőć őąřăšĺńőśĳ ć ŋşńĳ. İšőňş šřěąőćăŋĺ¿ şďőćńěšćőř£ěš ěďĺŋśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě p_{11} = 1;

ďń£ łőšőřőčő řăğńőęěŋĺě (9) ĺňěěš ćĺď:

’_1(h) = h^2 2 (f^′_x + ff^′_y)_0 + o(h^2):

Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůĺńĺ ťőřňşńş ŕěřćőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ

y_1 = y_0 + hf(x_0; y_0):

İšő | ĺğćěśšŋă£ ťőřňşńă İľńěřă. Ĺšăł, ňěšőď šĺŕă Řşŋčě{Łşššă ŕřĺ q = 1 ěśšĳ ňěšőď İľńěřă.

Čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ňěšőďă ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ĺŋšěčřăńĳŋă£ łřĺćă£ y(x) ŕřĺąńĺęăěšś£ ńőňăŋőľ İľńěřă (řĺś. 1).

Řĺś. 1. Čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ňěšőďă İľńěřă

Ŋă [x_0; x_1] ĺŋšěčřăńĳŋă£ łřĺćă£ ğăňěŋ£ěšś£ őšřěğłőň łăśăšěńĳŋőľ AB, ŕřőćěďěŋŋőľ ł ĺŋšěčřăńĳŋőľ łřĺćőľ y(x) ć šőůłě A. Ŋă [x_1; x_2] ĺŋšěčřăńĳŋă£ łřĺćă£ ğăňěŋ£ěšś£ őšřěğłőň łăśăšěńĳŋőľ BC, ŕřőćěďěŋŋőľ ć šőůłě B ł ĺŋšěčřăńĳŋőľ łřĺćőľ y_1(x), ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłş B. Ć łăůěśšćě ůĺśńěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ąěřşšś£ őřďĺŋăšż ćěřÿĺŋ ŕőśšřőěŋŋőľ ńőňăŋőľ ABCD : : : . Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśńě ćżŕőńŋěŋĺ£ łăęďőčő ÿăčă ňěšőďă İľńěřă ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ŕěřěţőďĺš ś őďŋőľ ĺŋšěčřăńĳŋőľ łřĺćőľ ŋă ďřşčş¿.

3.3.2. Ďćşůńěŋŋżě ťőřňşńż

Śšřőĺň ťőřňşńş śńěďş¿źěčő ćĺďă:

y_1 = y_0 + p_{21}k_1(h) + p_{22}k_2(h); čďě k_1(h) = hf(x_0; y_0);

k_2(h) = hf(x_0 + ¸_2h; y_0 + ˛_{21}k_1(h)):

Ć ćżŕĺśăŋŋőľ ťőřňşńě ůěšżřě ŋěĺğćěśšŋżţ ŕăřăňěšřă: ¸_2, ˛_{21}, p_{21}, p_{22}. Ůšőąż ĺţ ŋăľšĺ, őŕ£šĳ śšřőĺň ćśŕőňőčăšěńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿ (8), řăćŋş¿

’_2(h) = y(x_0 + h) − y_0 − p_{21}k_1(h) − p_{22}k_2(h);

ĺ ŕőďąĺřăěň łő¡ťťĺűĺěŋż šăł, ůšőąż ć řăğńőęěŋĺĺ ¡šőľ ťşŋłűĺĺ ŕő śšěŕěŋ£ň h ňăłśĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ůńěŋőć őąřăšĺńőśĳ ć ŋşńĳ. Ůšőąż őąřăšĺšĳ ć ŋşńĳ ŕěřćżě ďćě ŕřőĺğćőďŋżě ’^′_2(0) = (1 − p_{21} − p_{22})f(x_0; y_0);

’^{′′}_2(0) =^{(1 − 2¸_2p_{22})f^′_x + (1 − 2˛_{21}p_{22})ff^′_y^}_{x=x0y=y0}

ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż ĺśłőňżě łő¡ťťĺűĺěŋšż şďőćńěšćőř£ńĺ śĺśšěňě şřăćŋěŋĺľ 1 − p_{21} − p_{22} = 0; 1 − 2¸_2p_{22} = 0; 1 − 2˛_{21}p_{22} = 0:

(11)

Šőčďă řăğńőęěŋĺě (9) ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď:

’_2(h) = h^36 ’^{′′′}_2 (0) + o(h^3): (12) Łăł ąż ňż ŋĺ ćżąĺřăńĺ ŕăřăňěšřż, šřěšĳ¿ ŕřőĺğćőďŋş¿

’^{′′′}_2 (0) =^{(1 − 3¸^2p_{22})f^{′′}_{xx} + 2(1 − 3¸_2˛_{21}p_{22})ff^{′′}_{xy} + (1 − 3˛^2_1p_{22})f^2f^{′′}_{yy} + (f^′_x + ff^′_y)f^′_y^}_{x=x0y=y0} (13)

őąřăšĺšĳ ć ŋşńĳ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ f(x; y) ŋěńĳğ£. Ĺğ ŕőśńěďŋĺţ ďćşţ şřăćŋěŋĺľ ć (11) śńěďşěš, ůšő ¸_2 ≠ 0, ˛_{21} ≠ 0, ¸_2 = ˛_{21}. Ŕřĺŋĺňă£ ¸_2 ğă śćőąőďŋżľ ŕăřăňěšř, ĺňěěň

˛_{21} = ¸_2; p_{22} = 12¸_2 ; p_{21} = 1 − 12¸_2 :

Tăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůĺńĺ őďŋőŕăřăňěšřĺůěśłőě śěňěľśšćő ťőřňşń šĺŕă Řşŋčě{Łşššă ćšőřőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ. Śńěďşěš ćżąĺřăšĳ šăłĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż, łőšőřżě ďă¿š şďőąŋżě ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ťőřňşńż. Ŋăŕřĺňěř, ĺţ ňőęŋő ćżąĺřăšĳ šăł, ůšőąż čńăćŋżľ ůńěŋ ŕőčřěÿŋőśšĺ ążń ŕřőśšěľÿĺľ ĺńĺ ŋăĺňěŋĳÿĺľ. Řăśśňőšřĺň ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć.

1). Ŕşśšĳ ¸_2 = 1. Šőčďă y_1 = y_0 + 12(k_1 + k_2); k_1 = hf(x_0; y_0);

k_2 = hf(x_0 + h; y_0 + k_1):

(14)

Ŕőčřěÿŋőśšĳ ťőřňşńż (14), łăł śńěďşěš ĺğ (12) ĺ (13), ĺňěěš ćĺď:

ȷ_1 = h^3 6 { − 1 2 (f^{′′}_{xx} + 2ff^{′′}_{xy} + f^2f^{′′}_{yy} ) + (f^′_x + ff^′_y)f^′_y } x=x0 y=y0 + o(h^3): (15)

Čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ťőřňşńż (14) ğăłń¿ůăěšś£ ć śńěďş¿źěň (řĺś. 2). Ůěřěğ šőůłş Ă ŕřőćőďĺšś£ ŋě łăśăšěńĳŋă£ ł ĺŋšěčřăńĳŋőľ łřĺćőľ y(x), ă ŕř£ňă£ ś şčńőćżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň, řăćŋżň śřěďŋěňş ăřĺťňěšĺůěśłőňş şčńőćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć łăśăšěńĳŋżţ ĂĆ ĺ ĆŚ, łőšőřżě śšřő£šś£ ć ňěšőďě İľńěřă, ĺ ć łăůěśšćě řěÿěŋĺ£ ąěřěšś£ őřďĺŋăšă šőůłĺ B^′ ŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šőľ ŕř£ňőľ ś ŕř£ňőľ x = x_1. Ďăŋŋżľ ňěšőď ŋăğżćăěšś£ ňěšőďőň Ţőľŋă.

Ěśńĺ ŕřăćă£ ůăśšĳ şřăćŋěŋĺ£ (1) ŋě ğăćĺśĺš őš y, šő ťőřňşńă (14) ŕěřěţőďĺš ć łćăďřăšşřŋş¿ ťőřňşńş šřăŕěűĺľ.

2). Ŕşśšĳ ¸_2 = 1 2 . Šőčďă y_1 = y_0 + k_2; k_1 = hf(x_0; y_0);

k_2 = hf^(x_0 + 12h; y_0 + 12k_1^):

(16)

Řĺś. 2. Čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ňěšőďă Ţőľŋă

Ŕőčřěÿŋőśšĳ ťőřňşńż (16), łăł śńěďşěš ĺğ (12) ĺ (13), ĺňěěš ćĺď:

ȷ_1 = h^36^{14(f^{′′}_{xx} + 2ff^{′′}_{xy} + f^2f^{′′}_{yy} ) + (f^′_x + ff^′_y)f^′_y^}_{x=x0y=y0} + o(h^3): (17)

Čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ťőřňşńż (16) ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ůěřěğ šőůłş Ă (řĺś. 3) ŕřőćőďĺšś£ ŕř£ňă£, şčńőćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš łőšőřőľ řăćěŋ şčńőćőňş łő¡ťťĺűĺěŋšş łăśăšěńĳŋőľ ĆŚ ł ĺŋšěčřăńĳŋőľ łřĺćőľ y_B(x), ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ŕřőňěęşšőůŋş¿ šőůłş Ć, ŕőśšřőěŋŋş¿ ŕő ňěšőďş İľńěřă ś ÿăčőň h 2 . Ć łăůěśšćě őšćěšă ąěřěšś£ őřďĺŋăšă šőůłĺ D ŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šőľ ŕř£ňőľ ś ŕř£ňőľ x = x_1.

Řĺś. 3. Čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ňěšőďă ćšőřőčő ŕőř£ďłă ś α_2 = 1/2

Ěśńĺ ŕřăćă£ ůăśšĳ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1) ŋě ğăćĺśĺš őš y, šő ťőřňşńă (16) ŕěřěţőďĺš ć łćăďřăšşřŋş¿ ťőřňşńş śřěďŋĺţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć.

3). Ŕşśšĳ ¸_2 = 2 3 . Šőčďă

y_1 = y_0 + 14(k_1 + 3k_2);

k_1 = hf(x_0; y_0);

k_2 = hf^(x_0 + 23h; y_0 + 23k_1^):

(18)

Ŕőčřěÿŋőśšĳ ťőřňşńż (18), łăł śńěďşěš ĺğ (12) ĺ (13), ĺňěěš ćĺď:

ȷ_1 = h^36^{(f^′_x + ff^′_y)f^′_y^}_{x=x0y=y0} + o(h^3): (19)

Ć ďăŋŋőň śńşůăě ŕř£ňă£ ĂD (řĺś.4) ĺňěěš şčńőćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš, řăćŋżľ ŋě śřěďŋěňş ăřĺťňěšĺůěśłőňş şčńőćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć łăśăšěńĳŋżţ ĂĆ ĺ ĆŚ, łăł ć ňěšőďě Ţőľŋă, ă ćğćěÿěŋŋőňş śřěďŋěňş ĺţ ğŋăůěŋĺľ, ŕřĺ ¡šőň łăśăšěńĳŋă£ ĆŚ ŕřőćěďěŋă ł ĺŋšěčřăńĳŋőľ łřĺćőľ y_B(x), ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ŕřőňěęşšőůŋş¿ šőůłş Ć, ŕőśšřőěŋŋş¿ ŕő ňěšőďş İľńěřă ś ÿăčőň 2 3h .

Řĺś. 4. Čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ňěšőďă ćšőřőčő ŕőř£ďłă ś α_2 = 2/3

Ĺğ šřěţ ťőřňşń (14), (16), (18) ŋěńĳğ£ ćżąřăšĳ őďŋş ŋăĺńşůÿş¿ (ŋăŕřĺňěř, ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňăńőśšĺ ćěńĺůĺŋż čńăćŋőčő ůńěŋă ŕőčřěÿŋőśšĺ) ďń£ ćśěţ şřăćŋěŋĺľ. Ďń£ őďŋĺţ şřăćŋěŋĺľ ąşďěš ŕřěďŕőůšĺšěńĳŋěľ őďĺŋ ĺğ ňěšőďőć, ďń£ ďřşčĺţ | ďřşčőľ, ďń£ šřěšĳĺţ | šřěšĺľ.

Ŋăŕřĺňěř, ć śńşůăě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£

y^′ = y^λ; y_0 > 0;

ŕřĺ – > 1 čńăćŋżľ ůńěŋ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż (14) őłăğżćăěšś£ ňěŋĳÿě čńăćŋżţ ůńěŋőć ŕőčřěÿŋőśšěľ ťőřňşń (16) ĺ (18), ă ŕřĺ – < 1 čńăćŋżľ ůńěŋ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż (16) ąşďěš ňěŋĳÿě čńăćŋżţ ůńěŋőć ŕőčřěÿŋőśšěľ ťőřňşń (14) ĺ (18) (ć ¡šőň ńěčłő şąěďĺšĳś£, śřăćŋĺćă£ (15) ĺ (17), ă šăłęě (19) ďń£ f(x; y) = y^λ). Ć śńşůăě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£

y^′ = f(x; y) = g(x) (20)

ŕěřćőě śńăčăěňőě ć ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă (18), łăł ćĺďŋő ĺğ (19), ćőőąźě řăćŋő ŋşń¿, ŕő¡šőňş ňěšőď (18) ĺňěěš ďń£ ¡šőčő łńăśśă şřăćŋěŋĺľ ąőńěě ćżśőłĺľ ŕőř£ďőł šőůŋőśšĺ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ňěšőďăňĺ (14) ĺ (16).

3.3.3. Šřěţůńěŋŋżě ťőřňşńż

Śšřőĺň ťőřňşńş śńěďş¿źěčő ćĺďă: y_1 = y_0 + p_{31}k_1(h) + p_{32}k_2(h) + p_{33}k_3(h); čďě k_1(h) = hf(x_0; y_0);

k_2(h) = hf(x_0 + ¸_2h; y_0 + ˛_{21}k_1(h)); k_3(h) = hf(x_0 + ¸_3h; y_0 + ˛_{31}k_1(h) + ˛_{32}k_2(h)):

Ćőśěňĳ ŋěĺğćěśšŋżţ ŕăřăňěšřőć ćżąĺřă¿šś£ šăł, ůšőąż řăğńőęěŋĺě (9) ťşŋłűĺĺ (8) ŋăůĺŋăńőśĳ ś ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőľ śšěŕěŋĺ. Ďń£ őšżśłăŋĺ£ ¡šĺţ ćőśĳňĺ ŕăřăňěšřőć ŕőńşůăěšś£ śĺśšěňă ĺğ ÿěśšĺ şřăćŋěŋĺľ: ¸_2 = ˛_{21}; ¸_3 = ˛_{31} + ˛_{32}; p_{31} + p_{32} + p_{33} = 1; 2(¸_2p_{32} + ¸_3p_{33}) = 1; 3(¸^2p_{32} + ¸^2_3p_{33}) = 1; 6¸_2˛_{32}p_{33} = 1:

İšă śĺśšěňă ĺňěěš ďćă śěňěľśšćă řěÿěŋĺľ: ďćşţŕăřăňěšřĺůěśłőě śő śćőąőďŋżňĺ ŕăřăňěšřăňĺ ¸_2, ¸_3, ŕřĺůěň ¸_2 ≠ ¸_3 ĺ ¸_2 ≠ 23, ĺ őďŋőŕăřăňěšřĺůěśłőě śő śćőąőďŋżň ŕăřăňěšřőň ˛_{32} (ŕřĺ ¸_2 = ¸_3 = 2=3). Ďń£ šăłĺň őąřăğőň ŋăľďěŋŋżţ ŕăřăňěšřőć řăğńőęěŋĺě (9) ĺňěěš ćĺď:

’_3(h) = h^424’^{(4)}_3 (0) + o(h^4):

Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ ¸_2 = 1 2 , ¸_3 = 1. Šőčďă

y_1 = y_0 + 16(k_1 + 4k_2 + k_3); k_1 = hf(x_0; y_0);

k_2 = hf^(x_0 + 12h; y_0 + 12k_1^); k_3 = hf(x_0 + h; y_0 − k_1 + 2k_2):

(21)

Ďń£ şřăćŋěŋĺ£ (20) ťőřňşńă (21) ŕřěćřăźăěšś£ ć łćăďřăšşřŋş¿ ťőřňşńş Śĺňŕśőŋă, łőšőřă£, łăł ĺğćěśšŋő, ĺňěěš ŕőř£ďőł šőůŋőśšĺ O(h^5) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ć ¡šőň ůăśšŋőň śńşůăě ŕőř£ďőł šőůŋőśšĺ ťőřňşńż (21) ŕőćżÿăěšś£.

3.3.4. Ůěšżřěţůńěŋŋżě ťőřňşńż

Śşźěśšćşěš śěňěľśšćő ťőřňşń šĺŕă Řşŋčě{Łşššă (7) ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ, ďń£ łőšőřżţ q = s = 4. Ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă šăłĺţ ťőřňşń ŕřĺćěďěň ťőřňşńş łńăśśĺůěśłőčő ňěšőďă

Řşŋčě{Łşššă y_1 = y_0 + 16(k_1 + 2k_2 + 2k_3 + k_4);

k_1 = hf(x_0; y_0);

k_2 = hf^(x_0 + 12h; y_0 + 12k_1^);

k_3 = hf^(x_0 + 12h; y_0 + 12k_2^);

k_4 = hf(x_0 + h; y_0 + k_3):

(22)

Ŕőčřěÿŋőśšĳ ťőřňşńż (22), łăł ĺ ćśěţ ťőřňşń Řşŋčě{Łşššă ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ, ŕřěďśšăćń£ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

ȷ_1 = h^5120’^{(5)}_4 (0) + o(h^5); čďě ’_4(h) = y(x_0 + h) − y_0 − p_{41}k_1(h) − p_{42}k_2(h) − p_{43}k_3(h) − p_{44}k_4(h):

Čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřešăűĺ£ łńăśśĺůěśłőčő ňěšőďă Řşŋčě{Łşššă (22) ĺńń¿śšřĺřşěšś£ ŋă řĺś. 5.

Řĺś. 5. Čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ łńăśśĺůěśłőčő ňěšőďă Řşŋčě{Łşššă

Ŕř£ňă£ AG, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş (x_0; y_0), ĺňěěš şčńőćőľ łő¡ťĺűĺěŋš, řăćŋżľ ćğćěÿěŋŋőňş śřěďŋěňş şčńőćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć łăśăšěńĳŋżţ ć šőůłăţ Ă, Ć, D ĺ F, ŕřőćěďěŋŋżţ ł ŕřőţőď£źĺň ůěřěğ ¡šĺ šőůłĺ ĺŋšěčřăńĳŋżň łřĺćżň y(x), y_B(x), y_D(x), y_F (x).

3.3.5. Ťőřňşńż ŕőř£ďłă ćżÿě ůěšćěřšőčő

Ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ ňěšőď šĺŕă Řşŋčě{Łşššă (7) ŕőř£ďłă ćżÿě ůěšćěřšőčő (ďń£ łőšőřőčő ŕőčřěÿŋőśšĳ ŋă ÿăčě ĺňěěš ŕőř£ďőł ćżÿě ŕ£šőčő ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1) ś ďőśšăšőůŋő čńăďłőľ ŕřăćőľ ůăśšĳ¿ f(x; y)) ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż ć ťőřňşńě (7) ůĺśńő śńăčăěňżţ k_i(h) ążńő ąőńĳÿě ŕ£šĺ: q > 5. Ŕřĺňěřż šăłĺţ ťőřňşń ŕřĺćőď£šś£ ć ŕ. 3.5.2.2.3. Ğďěśĳ śşźěśšćěŋŋő šő, ůšő ğŋăůěŋĺ£ ŕřăćőľ ůăśšĺ k_i(h) ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ćţőď£š ć ťőřňşńş (7) ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ. Ňőęěš ążšĳ ŕőśšřőěŋ £ćŋżľ őďŋőÿăčőćżľ ňěšőď ŕ£šőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ y_1 = y_0 + ´y, ĺśŕőńĳğş¿źĺľ ŕ£šĳ ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ, ŋő ŋě ĺňě¿źĺľ ćĺďă (7), šăł łăł ğŋăůěŋĺ£ k_i(h) ąşďşš ćţőďĺšĳ ć ´y ŋěńĺŋěľŋżň őąřăğőň.

Őąźĺň ďń£ ćśěţ řăścňőšřěŋŋżţ ňěšőďőć ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ £ćń£ěšś£ šő őąśšő£- šěńĳśšćő, ůšő ŕőśńě ćżŕőńŋěŋĺ£ őůěřěďŋőčő ÿăčă šőůłă, ĺğőąřăęă¿źă£ ŕőńşůěŋŋőě ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ŋă ŕńőśłőśšĺ (x; y), ŕěřěţőďĺš ś őďŋőľ ĺŋšěčřăńĳŋőľ łřĺćőľ ŋă ďřşčş¿.

Ňěšőďż Řşŋčě{Łşššă ąěğ šřşďă ŕěřěŋőś£šś£ ŋă śĺśšěňż őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ —y^′ = —f(x; —y); (23) čďě —y = (y^1; y^2; : : : ; y^M )^T ; —f = (f^1(x; y^1; : : : ; y^M); : : : ; f^M (x; y^1; : : : ; y^M ))^T :

Ťőřňşńż Řşŋčě{Łşššă ğăŕĺśżćă¿šś£ ć ćěłšőřŋőň ćĺďě:

—y_1 = —y_0 + p_{q1}—k_1(h) + p_{q2}—k_2(h) + : : : + p_{qq}—k_q(h); (24) čďě —k_1(h) = h —f(x_0; —y_0);

—k_2(h) = h —f(x_0 + ¸_2h; —y_0 + ˛_{21}—k_1(h));

: : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : :

—k_q(h) = h —f(x_0 + ¸_qh; —y_0 + ˛_{q,1}—k_1(h) + : : : + ˛_{q,q−1}—k_{q−1}(h)):

Ćś¿ďş ć ďăńĳŋěľÿěň ůěřšőůłş ŋăď őąőğŋăůěŋĺěň ćěłšőřőć ŕĺśăšĳ ŋě ąşďěň.

3.4. Śţőďĺňőśšĳ £ćŋżţ őďŋőÿăčőćżţ ňěšőďőć 3.4.1. Łńăśśĺťĺłăűĺ£ ŕőčřěÿŋőśšěľ

Ŕřěęďě ůěň ŕěřěľšĺ ł łńăśśĺťĺłăűĺĺ ŕőčřěÿŋőśšěľ, ćěřŋěňś£ ł őąśşęďěŋĺ¿ ĺśţőďŋőľ ğăďăůĺ (1),(2).

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ťşŋłűĺ¿ y(x), łőšőřă£ £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1) y^′(x) = f(x; y(x)); x_0 < x < x_0 + X;

ĺ ŕřĺŋĺňăěš ć šőůłě x_0 ŋěłőšőřőě őŕřěďěńěŋŋőě ğŋăůěŋĺě (2)

y(x_0) = y_0:

Ňőęěš őłăğăšĳś£, ůšő ŋăůăńĳŋőě şśńőćĺě y(x_0) ĺğćěśšŋő ŋě šőůŋő, ă őŕřěďěń£ěšś£ ć řěğşńĳšăšě ¡łśŕěřĺňěŋšă, ŋăŕřĺňěř, ś ŕőňőźĳ¿ ĺğňěřěŋĺľ ĺńĺ ć řěğşńĳšăšě řěÿěŋĺ£ łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ ğăďăůĺ. Ć ¡šőň śńşůăě ćňěśšő šőůŋőčő ŋăůăńĳŋőčő şśńőćĺ£ y(x_0) ŕřĺţőďĺšś£ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ěčő ŕřĺąńĺęěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ~y_0, ă ćňěśšő ğăďăůĺ Łőÿĺ (1), (2) řěÿăšĳ ğăďăůş

y^′_0(x) = f(x; y_0(x)); (25)

y_0(x_0) = ~y_0 (26)

ś ĺğňěŋěŋŋżň ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň y_0 − ~y_0 = R_0 ≠ 0: (27)

Řěÿěŋĺě ğăďăůĺ (25), (26) ğăćĺśĺš őš ~y_0 ĺ ŋě śőćŕăďăěš ś ĺśłőňżň řěÿěŋĺěň y(x) ğăďăůĺ (1), (2). Řăğŋőśšĳ “_n = y(x_n) − y_0(x_n) (28) ŋăğżćăěšś£ ŋěşśšřăŋĺňőľ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿ řěÿěŋĺ£ y_0(x).

Řăğŋőśšĳ ňěęďş ğŋăůěŋĺěň řěÿěŋĺ£ y_0(x) ğăďăůĺ (25), (26) ĺ ěčő ŕřĺąńĺęěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň y_n, ŕőńşůěŋŋżň ŕő ťőřňşńě (5), "_n = y_0(x_n) − y_n (29) ŋăğżćăěšś£ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿ ňěšőďă ĺńĺ čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿ ňěšőďă. Ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ęě ćśńěďśšćĺě őÿĺąőł őłřşčńěŋĺ£ ĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřăćőľ ůăśšĺ f(x; y) ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ y_{n+1} ŕő ťőřňşńě (5) ćżŕőńŋ£¿šś£, łăł ŕřăćĺńő, ŋěšőůŋő. Ťăłšĺůěśłĺ ŋăľďěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ~y_n şďőćńěšćőř£¿š ŋě śőőšŋőÿěŋĺ¿ (5), ă śńěďş¿źěňş śőőšŋőÿěŋĺ¿:

F(f; h; x_{n−1}; ~y_{n−1}) − ~y_n = ‹_n: (30) Ŋěć£ğłă ‹_n ŋăğżćăěšś£ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿ őłřşčńěŋĺ£ ŋă n-ň ÿăčě.

Řăğŋőśšĳ ňěęďş šőůŋżň řěÿěŋĺěň y(x_n) ğăďăůĺ (1), (2) ĺ ŕřĺąńĺęěŋŋżň ťăłšĺůěśłĺ ŋăľďěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň ~y_n R_n = y(x_n) − ~y_n (31) ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£. Ćěńĺůĺŋă

”_n = y_n − ~y_n (32)

ŋăğżćăěšś£ ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿.

Ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ (28), (29), (31) ĺ (32) śńěďşěš, ůšő

R_n = “_n + "_n + ”_n; (33)

š.ě. ŕőńŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ řăćŋă śşňňě ŋěşśšřăŋĺňőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ĺ ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ.

Řăśśňőšřĺň ŕőćěďěŋĺě ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ. Ŕřěďśšăćĺň R_n ć śńěďş¿źěň ćĺďě (řĺś. 6):

R_n = y(x_n) − ~y_n = (y(x_n) − y_{n−1}(x_n)) + (y_{n−1}(x_n) − ~y_n) =

= (y(x_n) − y_{n−2}(x_n)) + (y_{n−2}(x_n) − y_{n−1}(x_n)) + (y_{n−1}(x_n) − y_n(x_n)) =

= (y(x_n) − y_0(x_n)) + n∑ j=1 (y_{j−1}(x_n) − y_j(x_n)):

(34)

Ğďěśĳ y_j(x) | ĺŋšěčřăńĳŋă£ łřĺćă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş (x_j; ~y_j). Řăğŋőśšĳ !_j(x) = y_{j−1}(x) − y_j(x) ďćşţ řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ (1) şďőćńěšćőř£ěš ńĺŋěľŋőňş ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿

(y_{j−1}(x) − y_j (x))^′ = f^′_y(x; ^y_j)(y_{j−1}(x) − y_j(x));

čďě ^y_j (x) ğăłń¿ůěŋő ňěęďş y_{j−1}(x) ĺ y_j(x). Ĺğ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ŋăţőďĺň

!_j(x) = y_{j−1}(x) − y_j(x) = !_j (x_j) e x∫ x_j @f @y (; ^y^j()) d : (35)

Šőůŋő šăłęě ś şůěšőň (27)

y(x_n) − y_0(x_n) = R_0 e x∫ x_0 @f @y (; ^y^0()) d : (36)

Řĺś. 6. Ŕőńŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ y�_n = ~yn ć šőůłě xn

Ğŋăůěŋĺě !_j (x_j) = y_{j−1}(x_j) − y_j(x_j)

ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śşňňş ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ȷ_j ňěšőďă ĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ őłřşčńěŋĺ£ ‹_j ŋă ÿăčě x_j − x_{j−1}:

!_j (x_j) = ȷ_j + ‹_j : (37)

Ŕőďśšăćń££ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ (35) ĺ (36) ś şůěšőň (37) ć ćżřăęěŋĺě (34) ďń£ R_n, ŕőńşůăěň

R_n = n∑ j=1 (ȷ_j + ‹_j ) e xn∫ x_j @f @y (; ^y_j()) d

+ R_0 e xn∫ x_0 @f @y (; ^y^0())d : (38)

Ĺğ (38) śńěďşěš,ůšő ŕőńŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ (1), (2) ć šőůłě x_n řăćŋă śşňňě ńőłăńĳŋżţ ŕőčřěÿŋőśšěľ ŋă łăęďőň ÿăčě, ćğ£šżţ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ

e xn∫ x_j @f @y (; ^y^j())d : Ĺğ śőőšŋőÿěŋĺ£ (38) śńěďşěš, ůšő ţăřăłšěř őšłńőŋěŋĺ£ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ őš šőůŋőčő řěÿěŋĺ£, š.ě. ¡ćőń¿űĺ£ ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, ğăćĺśĺš őš ŕőćěďěŋĺ£ ĺŋšěčřăńĳŋżţ łřĺćżţ şřăćŋěŋĺ£ (1). Ěśńĺ f^′_y = 0, ă ¡šő ąşďěš ć šőň śńşůăě, łőčďă ŕřăćă£ ůăśšĳ şřăćŋěŋĺ£ ŋě ğăćĺśĺš őš y (20), ŕőńŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ řăćŋă śşňňě ńőłăńĳŋżţ ŕőčřěÿŋőśšěľ:

R_n = R_0 + n∑ j=1 !_j(x_j) = R_0 + n∑ j=1 (ȷ_j + ‹_j ):

Ěśńĺ f^′_y > 0, š.ě. łőčďă ĺŋšěčřăńĳŋżě łřĺćżě řăśţőď£šś£, ćńĺ£ŋĺě ńőłăńĳŋżţ ŕőčřěÿŋőśšěľ, ŕőńşůěŋŋżţ ŋă ŕřěďżďşźĺţ ÿăčăţ, ćőğřăśšăěš ĺ ŕőńŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ąőńĳÿě śşňňż ńőłăńĳŋżţ ŕőčřěÿŋőśšěľ. Ěśńĺ f^′_y < 0, š.ě. ĺŋšěčřăńĳŋżě łřĺćżě śąńĺęă¿šś£, ćńĺ£ŋĺě ńőłăńĳŋżţ ŕőčřěÿŋőśšěľ őśńăąěćăěš ĺ čńőąăńĳŋă£ őÿĺąłă, łăł ŕřăćĺńő, ňěŋĳÿě śşňňż ńőłăńĳŋżţ őÿĺąőł.

Šăłőľ ţăřăłšěř ŕőćěďěŋĺ£ śŕřăćěďńĺć łăł ďń£ ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, šăł ĺ ďń£ őšďěńĳŋżţ ůăśšěľ, ĺğ łőšőřżţ śłńăďżćăěšś£ ŕőńŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ, ă ĺňěŋŋő: ŋěşśšřăŋĺňőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ĺ ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ. Ŋă řĺś. 7 ĺ 8 ĺńń¿śšřĺřşěšś£ ćńĺ£ŋĺě sign @f @y ŋă ţăřăłšěř ¡ćőń¿űĺĺ čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă.

3.4.2. Ňăęőřăŋšŋă£ őűěŋłă ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ

Őŕĺřă£śĳ ŋă (38), ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ňăęőřăŋšŋş¿ őűěŋłş ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ Łőÿĺ (1), (2):

|R_n| 6 e^{LX (}|R_0| + n∑ j=1 (|ȷ_j| + |‹_j|) ) ; (39) čďě L = sup | |@f @y | | < ∞: Şůĺšżćă£ őűěŋłş ďń£ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă s-čő ŕőř£ďłă |ȷ_j| = O(h^{s+1}) 6 C |x_j − x_{j−1}|^{s+1};

ĺňěěň |R_n| =6 e^{LX (}|R_0| + CXh^s + n‹^); (40) čďě ‹ = max_{16j6n} |‹_j|; h = max_{16j6n} |x_j − x_{j−1}|:

Řĺś. 7. ∂f ∂y > 0. Ĺŋšěčřăńĳŋżě łřĺćżě řăśţőď£šś£. Čńőąăńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă ąőńĳÿě śşňňż ńőłăńĳŋżţ ŕőčřěÿŋőśšěľ: y(x_4) − y_4 > ρ_1 + ρ_2 + ρ_3 + ρ_4

Ć śńşůăě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ (23) ďń£ ňěšőďă Řşŋčě{Łşššă (24) ĺňěěš ňěśšő ňăęőřăŋšŋă£ őűěŋłă ||R_n|| 6 e^{MLX}(||R_0|| + CXh^s + n‹); (41) čďě ||R_n|| = max_{16i6M} |R^i_n|;

‹ = max_{16j6n} ||‹_j||:

Řĺś. 8. ∂f ∂y < 0. Ĺŋšěčřăńĳŋżě łřĺćżě śąńĺęă¿šś£. Čńőąăńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă ňěŋĳÿě śşňňż ńőłăńĳŋżţ

ŕőčřěÿŋőśšěľ: y(x_4) − y_4 < ρ_1 + ρ_2 + ρ_3 + ρ_4

Ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ (40), (41) śńěďşěš, ůšő ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ Łőÿĺ, ŕőńşůěŋŋőě ŕő ňěšőďş Řşŋčě{Łşššă ŕőř£ďłă s, śţőďĺšś£ ł šőůŋőňş řěÿěŋĺ¿ ğăďăůĺ ŕřĺ h → 0, ěśńĺ

n‹ → 0; |R_0| → 0 (||R_0|| → 0): (42)

Řăśśňőšřĺň śňżśń łăęďőčő ĺğ šřěţ śńăčăěňżţ ć (40), (41) ĺ śňżśń şśńőćĺ£ (42).

Ŕřĺśşšśšćĺě ć (40), (41) śńăčăěňőčő |R_0| (||R_0||) őğŋăůăěš, ůšő ŕőčřěÿŋőśšĳ őš ŋăůăńĳŋőčő ğŋăůěŋĺ£ ąşďěš řăśŕřőśšřăŋ£šĳś£ ŋă ćśě şğńż śěšłĺ. Ůăśšĳ ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£, ğăćĺś£źă£ őš őÿĺąłĺ ć ŋăůăńĳŋżţ şśńőćĺ£ţ ĺ ŋăğżćăěňă£ ŋěşśšřăŋĺňőľ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿, ŋě ąşďěš ŕřěćőśţőďĺšĳ |R_0| e^{LX} (||R_0|| e^{MLX}). Ěśńĺ ŋăůăńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ğăďă¿šś£ šőůŋő, šő ¡šőčő ůńěŋă ŋě ąşďěš.

Ćšőřőľ ůńěŋ ŕőńşůăěšś£ ğă śůěš šőčő, ůšő ňż ŋăţőďĺň ŋě šőůŋőě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ, ă ŕřĺąńĺęěŋĺě ł ŋěňş ŕő ťőřňşńě Řşŋčě{Łşššă. İšő ěśšĳ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă ĺ őŋă ĺňěěš ŕőř£ďőł h^s.

Šřěšĺľ ůńěŋ ŕőńşůăěšś£ ğă śůěš őÿĺąőł őłřşčńěŋĺ£. Ůăśšĳ ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£, ĺśšőůŋĺłőň łőšőřőľ £ćń£¿šś£ őÿĺąłĺ őłřşčńěŋĺ£, łăł şęě şłăğżćăńőśĳ, ŋăğżćăěšś£ ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿. Śłőřőśšĳ ćőğřăśšăŋĺ£ ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŋě ŕřěćőśţőďĺš e^{LX} n‹ nh = e^{LX} ‹ h ( ĺńĺ e^{MLX}‹ h ) : Ěśńĺ ćěńĺůĺŋă ‹ őčřăŋĺůěŋă śŋĺğş: 0 < ‹_0 6 ‹ (ă ć ŕřăłšĺłě ćżůĺśńěŋĺľ ŋă İĆŇ šăł őążůŋő ĺ ążćăěš), ĺ ŕřĺ ¡šőň ďńĺŋă ÿăčă h śńĺÿłőň ňăńă, ă ğŋăůĺš, ůĺśńő ÿăčőć őůěŋĳ ćěńĺłő, šő ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňőęěš ďőśšĺčăšĳ ąőńĳÿĺţ ğŋăůěŋĺľ.

Ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ęě őÿĺąłĺ őłřşčńěŋĺ£ ‹_j ňőčşš ĺňěšĳ řăğńĺůŋżě ğŋăłĺ ĺ ůăśšĺůŋő łőňŕěŋśĺřőćăšĳ ďřşč ďřşčă. Řăğŋżě ğŋăłĺ ňőčşš ĺňěšĳ ĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ȷ_j. Őšďěńĳŋżě śőśšăćń£¿źĺě, ćţőď£źĺě ć ŕőńŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ R_n (38), ňőčşš ďăćăšĳ őšłńőŋěŋĺ£ őš šőůŋőčő řěÿěŋĺ£ ć řăğŋżě śšőřőŋż. Ŕő¡šőňş őűěŋłă (40) (ĺńĺ 41) ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś (38) £ćń£ěšś£ ğăćżÿěŋŋőľ. Łřőňě šőčő, ěě ŕřĺňěŋěŋĺě ğăšřşďŋěŋő ěźě ĺ ĺğ-ğă śńőęŋőśšĺ őŕřěďěńěŋĺ£ ćěńĺůĺŋż Ś, ćżřăęăěňőľ ůěřěğ ŕřőĺğćőďŋżě ćżśőłőčő ŕőř£ďłă őš ŕřăćőľ ůăśšĺ f(x; y) şřăćŋěŋĺ£ (1). Ŕő¡šőňş ¡šă őűěŋłă ŋă ŕřăłšĺłě ŋě ĺśŕőńĳğşěšś£ ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ šőůŋőśšĺ őłőŋůăšěńĳŋőčő řěğşńĳšăšă.

Ĺğ ŕřĺćěďěŋŋżţ őűěŋőł ňőęŋő śďěńăšĳ śńěďş¿źĺľ ćżćőď, ŕőďšćěřęďăěňżľ ŕřăłšĺłőľ ůĺśńěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ŋă İĆŇ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ěśńĺ ğăřăŋěě őąěśŕěůěŋă ŋěőąţőďĺňă£ ňăńőśšĳ ŋěşśšřăŋĺňőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, šő ć ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřěőąńăďăěš ńĺąő ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă, ńĺąő ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ. Ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă ňőęěš ążšĳ śďěńăŋă śłőńĳ şčőďŋő ňăńőľ ğă śůěš şňěŋĳÿěŋĺ£ ÿăčă h. Ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňőęěš ążšĳ śŋĺęěŋă ğă śůěš şćěńĺůěŋĺ£ ůĺśńă ĺśŕőńĳğşěňżţ ć ŕřőňěęşšőůŋżţ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ğŋăůăźĺţ űĺťř (ğŋăůăźĺňĺ űĺťřăňĺ ŋăğżćă¿šś£ ćśě űĺťřż ć ğăŕĺśĺ ůĺśńă, ŋăůĺŋă£ ś ŕěřćőľ ŋěŋşńěćőľ), őďŋăłő ŋăÿĺ ŕřăłšĺůěśłĺě ćőğňőęŋőśšĺ ć ¡šőň ďăńěłő ŋě ąěśŕřěďěńĳŋż ĺğ-ğă łőŋěůŋőśšĺ řăğř£ďŋőľ śěšłĺ ňăÿĺŋż.

Ěśńĺ ęě ŕőčřěÿőśšĳ (27) ć ŋăůăńĳŋżţ şśńőćĺ£ţ ćěńĺłă, šő ŋěşśšřăŋĺňă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňőęěš šăłęě őłăğăšĳś£ ğŋăůĺšěńĳŋőľ ĺ ěě ŋěńĳğ£ ąşďěš şňěŋĳÿĺšĳ ŋĺłăłĺň śőłřăźěŋĺěň ďńĺŋż ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, šăł łăł őŋă ŋě ğăćĺśĺš őš ůĺśńěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ. Ŋěşśšřăŋĺňş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňőęŋő şňěŋĳÿĺšĳ šőńĳłő ğă śůěš ąőńěě šőůŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ŋăůăńĳŋżţ şśńőćĺľ. Ŕő¡šőňş őśšăěšś£ šőńĳłő ŋăďě£šĳś£, ůšő ŋěşśšřăŋĺňă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ąşďěš ŋěğŋăůĺšěńĳŋőľ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ďřşčĺňĺ ćĺďăňĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ.

Ĺğ ćżÿěśłăğăŋŋőčő śńěďşěš, ůšő ćżůĺśńĺšěńĳŋżľ ŕřőűěśś ďőńęěŋ ążšĳ őřčăŋĺğőćăŋ šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ŕőďďěřęĺćăńś£ ąăńăŋś ňěęďş ćśěňĺ ćĺďăňĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ, śőśšăćń£¿źĺňĺ ŕőńŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£. İšőš ąăńăŋś ňőęěš ążšĳ ďőśšĺčŋşš, ěśńĺ ŋăďńěęăźĺň őąřăğőň ąşďşš śőčńăśőćăŋż ňěęďş śőąőľ šřěąşěňă£ šőůŋőśšĳ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ, šőůŋőśšĳ ğăďăŋĺ£ ŋăůăńĳŋżţ şśńőćĺľ, ŕőř£ďőł ůĺśńěŋŋőčő ňěšőďă, ćěńĺůĺŋă ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺ ĺśŕőńĳğşěňă£ ďńĺŋă řăğř£ďŋőľ śěšłĺ İĆŇ.

3.4.3. Ăśĺňŕšőšĺůěśłă£ őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă

Ŕşśšĳ ŕřăćă£ ůăśšĳ f(x; y) şřăćŋěŋĺ£ (1) ĺňěěš ŋěŕřěřżćŋżě ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ďő ŕőř£ďłă s + 2. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ğăďăůă Łőÿĺ (1), (2) řěÿăěšś£ ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň

x_{i+1} − x_i = h_i = h

ňěšőďőň Řşŋčě{Łşššă (7) ŕőř£ďłă s, šăł ůšő ďń£ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ (8) ňěšőďă śŕřăćěďńĺćă őűěŋłă (9), łőšőřş¿ ğăŕĺÿěň ć śńěďş¿źěň ćĺďě:

y(x_{n+1}) − y_{n+1} = (x_n; y_n)h^{s+1} + O(h^{s+2}); (43) čďě (x_n; y_n) = 1(s + 1)! ’^{(s+1)}_q (0):

Ąşďěň śůĺšăšĳ řăćŋżňĺ ŋşń¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ ŋăůăńĳŋőčő şśńőćĺ£ ĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ őłřşčńěŋĺľ: R_0 = 0 (27), ‹_n = 0 (30). Šőčďă ďń£ čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ (29) ňěšőďă ĺňěěš ňěśšő ăśĺňŕšőšĺůěśłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě "_n = z(x_n)h^s + O(h^{s+1}); (44) čďě

z(x_n) = xn∫ x_0

(; y())e xn∫ ξ @f @y (fi; y(fi))dfi d : (45)

Ğăňěšĺň, ůšő (x; y) ≢ 0, z(x) ≢ 0. Ąőńěě šőčő, ěśńĺ (x; y) ŋě ňěŋ£ěš ğŋăłă, šő z(x) ≠ 0 ŋĺ ŕřĺ łăłőň x. Ŕěřćőě śńăčăěňőě ć (44) z(x_n)h^s; (46)

łőšőřőě şłăğżćăěš ňăńş¿ ćěńĺůĺŋş čńăćŋőčő ŕőř£ďłă, ŋăğżćăěšś£ čńăćŋżň ůńěŋőň ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă. Ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ ğŋăůěŋĺ£ţ h, šăłĺţ, ůšő ć (44) ňőęŋő ŕřěŋěąřěůĳ ůńěŋőň O(h^{s+1}), ďń£ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă śŕřăćěďńĺćă ťőřňşńă

"_n ∼= z(x_n)h^s: (47)

3.4.4. Řěăńĳŋă£ őąńăśšĳ ăśĺňŕšőšĺłĺ

Řăśśňőšřĺň, łőčďă čńăćŋżľ ůńěŋ (46) ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ţőřőÿő őšřăęăěš ŕőńŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ (33) ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£. Ďń£ ¡šőčő ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż ůńěŋż ŕőř£ďłă O(h^{s+1}), ćţőď£źĺě ć (44), ŋăř£ďş ś ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿ ”_n ążńĺ ňăńż ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś čńăćŋżň ůńěŋőň. Ŕřĺ ¡šőň ŋěşśšřăŋĺňă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ “_n šăłęě ďőńęŋă ążšĳ ňăńőľ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ŋěňş. Şśńőćĺ£, őąěśŕěůĺćă¿źĺě ąńĺğőśšĳ čńăćŋőčő ůńěŋă ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ł ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£, ňăšěňăšĺůěśłĺ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě:

R_0 = O(h^{s+1}); ‹ = O(h^{s+2}): (48)

Ěśńĺ ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő şśńőćĺ£ (48) ćżŕőńŋ£¿šś£ ŕřĺ h → 0, šő ďń£ ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ĺňěěš ňěśšő ăśĺňŕšőšĺůěśłőě řăğńőęěŋĺě ćĺďă (44), ă ĺňěŋŋő:

R_n = z(x_n)h^s + O(h^{s+1}): (49)

Ŕřĺ ¡šőň řăğńőęěŋĺ£ (44) ĺ (49) őšńĺůă¿šś£ ďřşč őš ďřşčă šőńĳłő ůńěŋăňĺ ŕőř£ďłă O(h^{s+1}). Ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ ğŋăůěŋĺ£ţ h, šăłĺţ, ůšő ć (49) ňőęŋő ŕřěŋěąřěůĳ ůńěŋőň O(h^{s+1}), ďń£ ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ śŕřăćěďńĺćă ťőřňşńă

R_n ≈ z(x_n)h^s: (50)

Ňŋőęěśšćő šăłĺţ ğŋăůěŋĺľ ÿăčă h ŋăğżćăěšś£ őąńăśšĳ¿ ăśĺňŕšőšĺłĺ.

Őďŋăłő ć řěăńĳŋżţ şśńőćĺ£ţ ćżůĺśńĺšěńĳŋőčő ŕřőűěśśă šřěąőćăŋĺ£ (48), łăł ŕřăćĺńő, ŋě ćżŕőńŋ£¿šś£ (ŕő łřăľŋěľ ňěřě, ćšőřőě ĺğ ŋĺţ). Ŕőčřěÿŋőśšĳ R_0 ğăďăŋĺ£ ŋăůăńĳŋżţ şśńőćĺľ ćőőąźě ŋě ğăćĺśĺš őš ďńĺŋż ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ă ŕőčřěÿŋőśšĺ őłřşčńěŋĺ£ ŋă ÿăčě (30) ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ğăďăůĺ ŋă İĆŇ ś ťĺłśĺřőćăŋŋőľ řăğř£ďŋőľ śěšłőľ őśšă¿šś£ őčřăŋĺůěŋŋżňĺ ŕő ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋě śŋĺğş 0 < ‹_0 6 ‹:

Ŋăřşÿěŋĺě šřěąőćăŋĺľ (48) ŕřĺ h → 0 ŕřĺćőďĺš ł šőňş, ůšő ŋěşśšřăŋĺňă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ąşďěš őčřăŋĺůěŋă śŋĺğş, ă ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňőęěš ďăęě ćőğřăśšăšĳ ŕřĺ h → 0, ć řěğşńĳšăšě ťőřňşńż (49) ĺ (50) ŕěřěśšă¿š ążšĳ śŕřăćěďńĺćżňĺ.

Ŕő¡šőňş ć řěăńĳŋőň ŕřőűěśśě ůĺśńěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ Łőÿĺ ŋă İĆŇ ňŋőęěśšćő ğŋăůěŋĺľ ÿăčőć, ďń£ łőšőřżţ čńăćŋżľ ůńěŋ (46) ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă (29) ţőřőÿő ŕřěďśšăćń£ěš ŕőńŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ (33) ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ (ŕřĺ ďőśšăšőůŋőľ ňăńőśšĺ ŋěşśšřăŋĺňőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ), š.ě. ďń£ łőšőřżţ śŕřăćěďńĺćă ťőřňşńă (50), őčřăŋĺůěŋő ŋě šőńĳłő śćěřţş, ŋő ĺ śŋĺğş:

0 < h < h < h: (51)

Ŕřĺ ŕěřěţőďě ůěřěğ ćěřţŋ¿¿ čřăŋĺűş h ć śšőřőŋş şćěńĺůěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ ÿăčőć řăśšěš ćłńăď ůńěŋőć ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ťőřňşńż (49), śőďěřęăźĺţ ćżśÿĺě śšěŕěŋĺ h, ĺ ťőřňşńă (50) śšăŋőćĺšś£ ŋěćěřŋőľ. Ŕřĺ ŕěřěţőďě ůěřěğ ŋĺęŋ¿¿ čřăŋĺűş h ć śšőřőŋş şňěŋĳÿěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ ÿăčőć şćěńĺůĺćăěšś£ ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ”_n (32) ĺ ťőřňşńă (50) śŋőćă ŕěřěśšăěš ążšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋőľ. Šăłĺň őąřăğőň, ťőřňşńă (50) ďń£ ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ňőęěš őłăğăšĳś£ ŋěśŕřăćěďńĺćőľ łăł ŕřĺ ąőńĳÿĺţ (h > h), šăł ĺ ŕřĺ őůěŋĳ ňăńżţ (h < h) ğŋăůěŋĺ£ţ ÿăčă h.

Ňŋőęěśšćő ğŋăůěŋĺľ ÿăčőć (51) ŋăğżćăěšś£ řěăńĳŋőľ őąńăśšĳ¿ ăśĺňŕšőšĺłĺ. Ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ğăďăůĺ (1), (2) ĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ňěšőďă řěÿěŋĺ£ (7) ŋĺęŋ££ čřăŋĺűă ğăćĺśĺš őš řăğř£ďŋőľ śěšłĺ ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ňăÿĺŋż. Ůěň ÿĺřě řăğř£ďŋă£ śěšłă, šěň, ćőőąźě čőćőř£, ňěŋĳÿě ŋĺęŋ££ čřăŋĺűă řěăńĳŋőľ őąńăśšĺ ăśĺňŕšőšĺłĺ. Řăśÿĺřĺšĳ řăğř£ďŋş¿ śěšłş ňőęŋő ğă śůěš ćżŕőńŋěŋĺ£ ćżůĺśńěŋĺľ ś şďćőěŋŋżň ůĺśńőň ğŋăůăźĺţ űĺťř.

3.5. Ŕřăłšĺůěśłĺě śŕőśőąż őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£

3.5.1. Ăŕőśšěřĺőřŋă£ őűěŋłă čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ śŕřăćěďńĺćő ăśĺňŕšőšĺůěśłőě řăğńőęěŋĺě (49), (50). Ŋă ¡šőň řăğńőęěŋĺĺ őśŋőćżćăěšś£ ćăęŋżľ ďń£ ŕřăłšĺłĺ śŕőśőą Řşŋčě ăŕőśšěřĺőřŋőľ őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ. Ŕřăćĺńő Řşŋčě śőśšőĺš ć šőň, ůšő řěÿěŋĺě ğăďăůĺ ć ŋěłőšőřőľ šőůłě x_n ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ćżůĺśń£ěšś£ ďćăęďż ŕő őďŋőľ ĺ šőľ ęě ťőřňşńě (7) ś řăğŋżňĺ ňăńżňĺ ÿăčăňĺ, ĺ ŕőńşůěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ĺśŕőńĳğş¿šś£ ďń£ ŕőńşůěŋĺ£

ăŕőśšěřĺőřŋőľ őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ. Őążůŋő ć łăůěśšćě ÿăčőć ćżąĺřă¿š h ĺ h 2 . Ďőŕşśšĺň, ůšő ć šőůłě x_n ŕő ťőřňşńě Řşŋčě{Łşššă (7) ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň h ćżůĺśńěŋő řěÿěŋĺě —y_n. Ŋă őśŋőćăŋĺĺ (50) ŕőčřěÿŋőśšĳ ¡šőčő řěÿěŋĺ£ ąşďěš ŕřĺąńĺęěŋŋő řăćŋă

y(x_n) − —y_n ≈ z(x_n)h^s:

Ğăšěň, ĺśŕőńĳğş£ šş ęě ťőřňşńş ś ÿăčőň h 2 , ćżůĺśńĺň ć šőůłě x_n ďřşčőě ğŋăůěŋĺě řěÿěŋĺ£ —y_n, ďń£ łőšőřőčő ŕőšřěąşěšś£ ć ďćă řăğă ąőńĳÿě ÿăčőć ĺ ŕőčřěÿŋőśšĳ łőšőřőčő ąşďěš ŕřĺąńĺęěŋŋő ćżřăęăšĳś£ řăćěŋśšćőň y(x_n) − —y_n ≈ z(x_n)^(h2^{)s}:

Ĺśłń¿ůă£ ĺğ ¡šĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ šőůŋőě ğŋăůěŋĺě řěÿěŋĺ£ y(x_n), ĺňěěň:

—y_n − —y_n ≈ z(x_n)h^s ( 1 − 1

2^s ) : Őšś¿ďă z(x_n) ≈

—y_n − —y_n

h^s(1 − 12_s )

: (52)

Őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ ďń£ ŕřĺąńĺęěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ řěÿěŋĺ£:

—R_n = y(x_n) − —y_n ≈ —y^n − —y^n 1 − 1 2^s

; (53)

—R_n = y(x_n) − —y_n ≈ —y n − —y^n 2^s − 1 :

(54)

Ŕőńşůěŋŋőě ŕřĺąńĺęěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ňőęŋő şšőůŋĺšĳ, ŕřĺąăćĺć ł ŋěňş ćěńĺůĺŋş čńăćŋőčő ůńěŋă ŕőčřěÿŋőśšĺ, š.ě. ŕőńőęĺć y(x_n) ≈ y_n = —y_n + —R_n; ĺńĺ y(x_n) ≈ y_n = —y_n + —R_n:

Ŕřĺ ¡šőň y(x_n) − y_n = O(h^{s+1}):

Ć śńşůăě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ (23) ŕřăćĺńő Řşŋčě őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ (53), (54) ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋő ć łőőřďĺŋăšŋőľ ťőřňě śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

—R^i_n = y^i(x_n) − —y^i_n ≈ —y^{in} − —y^{in} 1 − 1 2^s

; i = 1; 2; : : : ; M; (55)

—R^i_n = yi(x_n) − —y i_n ≈ —y^in − —y^in 2^s − 1 ; i

= 1; 2; : : : ; M; (56)

Ć łăůěśšćě řěÿěŋĺ£ ć šőůłě x_n ŕřĺňěň ğŋăůěŋĺě —y_n łăł ąőńěě šőůŋőě ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś —y_n. Ďń£ ŋěčő ĺňěěň őűěŋłş ŕőčřěÿŋőśšĺ (54). İšă ćěńĺůĺŋă ňőęěš ążšĳ łăł ąőńĳÿě, šăł ĺ ňěŋĳÿě ŋěłőšőřőčő ğŋăůěŋĺ£ ", £ćń£¿źěčőś£ ŋăŕěřěď ğăďăŋŋőľ ďőŕşśšĺňőľ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿.

Ěśńĺ | —R_n| 6 ", šő ğăďăŋŋă£ šőůŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ďőśšĺčăěšś£, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě | ŋěš^1. Ěśńĺ šőůŋőśšĳ ŋě ďőśšĺčăěšś£, šő ŋěőąţőďĺňő řěÿĺšĳ ćőŕřőś, łăłş¿ ŋşęŋő ćğ£šĳ ďńĺŋş ÿăčă, ůšőąż ćśě-šăłĺ ďőśšĺčŋşšĳ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ. Ěśńĺ ęě šőůŋőśšĳ ďőśšĺčăěšś£, šő ěśšěśšćěŋŋő ŕőśšăćĺšĳ šăłőľ ćőŕřőś: ňőęŋő ńĺ şćěńĺůĺšĳ ďńĺŋş ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ďń£ šőčő, ůšőąż şňěŋĳÿĺšĳ őąžěň ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ řăąőšż ĺ őďŋőćřěňěŋŋő ś ¡šĺň śőţřăŋĺšĳ ğăďăŋŋş¿ šőůŋőśšĳ? Ć őąőĺţ śńşůă£ţ šăłş¿ ćěńĺůĺŋş ÿăčă h_ε ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ, ěśńĺ ŕőńőęĺšĳ

|z(x_n)| h^s_ε = ":

Őšś¿ďă ŋăţőďĺň

h_ε =^s √ " |z(x_n)|

: (57)

Ŕőďśšăćń££ ć (57) ćżřăęěŋĺě (52) ďń£ z(x_n), ŕőńşůăěň

h_ε ∼=^s √ "h^s(2^s − 1) | —y_n − —y_n|2^s = h 2^s √ (2^s − 1)" | —y_n − —y_n|: (58)

Ĺğ (58) śńěďşěš, ůšő ěśńĺ | —R_n| > ", šő ŋőćőě ğŋăůěŋĺě ÿăčă şňěŋĳÿăěšś£:

h_ε < h2 ;

ěśńĺ | —R_n| < ", šő ŋőćőě ğŋăůěŋĺě ÿăčă şćěńĺůĺćăěšś£:

h_ε > h2 :

Šăłĺň őąřăğőň, ťőřňşńă (58) ďăěš ąőńěě ŕőďţőď£źěě ğŋăůěŋĺě ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£.

1Łőŋšřőńĳ šőůŋőśšĺ ďń£ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ (23) ŕőďřőąŋő ĺğńăčăěšś£ ć ŕ. 3.6.3.

3.5.2. Ăŕőśšěřĺőřŋżě őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă

Ć ŕřěďżďşźěň řăğďěńě ňż ŕőğŋăłőňĺńĺśĳ ś ŕřăłšĺůěśłĺň śŕőśőąőň őűěŋłĺ čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă, łőčďă řěÿěŋĺě ğăďăůĺ ćżůĺśń£ěšś£ ć ŋěłőšőřőľ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ šőůłě ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Šěŕěřĳ őąśşďĺň, łăł ňőęŋő ŕřăłšĺůěśłĺ őűěŋĺšĳ ńőłăńĳŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă. Ňż řăśśňőšřĺň ŋěśłőńĳłő śŕőśőąőć, łőšőřżě ŋăůŋěň ś ĺğćěśšŋőčő ŋăň ŕřăćĺńă Řşŋčě.

3.5.2.1. Őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě

Ŕřăćĺńő Řşŋčě ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ŕő őďŋőľ ĺ šőľ ęě ťőřňşńě (7) ćżůĺśń£¿šś£ ďćă ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł řěÿěŋĺ¿ ć őďŋőľ šőůłě, ŋő ś řăğŋżňĺ ňăńżňĺ ÿăčăňĺ, łőšőřżě ğăšěň ĺśŕőńĳğş¿šś£ ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ ăŕőśšěřĺőřŋőľ őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ.

Ŕşśšĳ ć ŋăůăńĳŋőň şğńě x_0 řěÿěŋĺě y_0 ĺğćěśšŋő. Ćżŕőńŋĺň ĺğ šőůłĺ x_0 őďĺŋ ÿăč h ŕő ťőřňşńě Řşŋčě{Łşššă (7). Ŕőńşůěŋŋőě ć šőůłě x_1 = x_0 + h řěÿěŋĺě őąőğŋăůĺň ůěřěğ —y_1. Ďń£ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ćőśŕőńĳğşěňś£ ťőřňşńőľ (43). Ěśńĺ ŕřěŋěąřěůĳ ůńěŋăňĺ ŕőř£ďłă O(h^{s+2}), šő ďń£ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŋă ďăŋŋőň ÿăčě śŕřăćěďńĺćă ťőřňşńă

y(x_0 + h) − —y_1 ≈ (x_0; y_0)h^{s+1}: (59)

Ğăšěň ćěřŋěňś£ ć ĺśţőďŋş¿ šőůłş x_0 ĺ ĺğ šőůłĺ x_0 śďěńăěň ŕőďř£ď ďćă ÿăčă, łăęďżľ ćěńĺůĺŋőľ h=2. Śďěńăć šăłőľ ÿăč ŕěřćżľ řăğ, ŕőńşůĺň ŕřĺąńĺęěŋĺě ^y ł řěÿěŋĺ¿ ć šőůłě x_0 + h=2. Šőčďă ŕőčřěÿŋőśšĳ ŋă ¡šőň ÿăčě śőčńăśŋő (43) ąşďěš řăćŋă

y^(x_0 + h 2 ) − ^y ≈ (x_0; y_0)^(h 2 )s+1 : (60)

Śďěńăć ÿăč h=2 ćšőřőľ řăğ, ŋő şęě ĺğ šőůłĺ x_0 + h=2, ŕőńşůĺň ŕřĺąńĺęěŋĺě —y_1 ł řěÿěŋĺ¿ ć šőůłě x_1 = x_0 + h. Ŋă ¡šőň ćšőřőň ÿăčě ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă ąşďěš řăćŋă

^y(x_0 + h) − —y_1 ≈ ( x_0 + h2 ; ^y^{)(}h2^{)s+1}; (61)

čďě ^y(x) | šőůŋőě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (1), şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ¿ ^y(x_0 + h=2) = ^y. Šăł łăł ňż ĺśŕőńĳğşěň ňăńş¿ ćěńĺůĺŋş ÿăčă h, šő šőůłă (x_0 +h=2; ^y) ŋăţőďĺšś£ ąńĺğłő őš šőůłĺ (x_0; y_0). Ŕő¡šőňş ć śĺńş őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ ^′_x ĺ ^′_y čńăćŋżľ ůńěŋ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŋă ćšőřőň ÿăčě ąşďěš šăłĺň ęě, łăł ĺ ŋă ŕěřćőň:

^y(x_0 + h) − —y_1 ≈ (x_0; y_0) (h 2 )s+1 : (61^′)

Řăğŋőśšĳ y(x) − ^y(x)

ďćşţ řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺľ (1) şďőćńěšćőř£ěš ńĺŋěľŋőňş ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿

(y(x) − ^y(x))^′ = f^′_y(x; –y)(y(x) − ^y(x));

čďě –y(x) ğăłń¿ůěŋő ňěęďş y(x) ĺ ^y(x), ĺ ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě

y(x) − ^y(x) =^(y(x_0 + h 2 ) − ^y(x_0 + h 2 ) ) e x∫ x_0+h/2 @f @y (; –y())d :

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő

y(x_0 + h) − ^y(x_0 + h) =^(y(x_0 + h2) − ^y(x_0 + h2)^) e x_0+h∫

x_0+h/2 @f @y (; –y())d = = y(x_0 + h 2 ) − ^y(x_0 + h 2 ) + O ( h(y(x_0 + h2) − ^y(x_0 + h2 ))^) ≈

≈ y^(x_0 + h2^) − ^y^(x_0 + h2^) = y^(x_0 + h2^) − ^y:

Šěŕěřĳ ňőęěš ążšĳ ŋăľďěŋă ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă ŋă ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ÿăčăţ h=2: y(x_0 + h) − —y_1 = (y(x_0 + h) − ^y(x_0 + h)) + (^y(x_0 + h) − —y_1) ≈

≈ (y(x_0 + h2) − ^y) + (^y(x_0 + h) − —y_1):

Ŕőďśšăćń££ ć ŕőńşůěŋŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ŕřăćżě ůăśšĺ ťőřňşń (60) ĺ (61^′), őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň

y(x_0 + h) − —y_1 ≈ 2 (x_0; y_0)^(h2^{)s+1}: (62) Ĺğ (59) ĺ (62) ćżšěłă¿š ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čńăćŋżţ ůńěŋőć ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŋă ÿăčě h ĺ ŋă ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ÿăčăţ h 2 : (x_0; y_0)h^{s+1} ≈

—y_1 − —y_1 1 − 1 2^s

(63) ĺ 2 (x_0; y_0) (h 2 )s+1 ≈ —y_1 − —y_1 2^s − 1 :

(64) Ěśńĺ ć łăůěśšćě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł řěÿěŋĺ¿ ć šőůłě x_1 ŕřĺŋ£šĳ —y_1, šő ńőłăńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă ąşďěš řăćŋă y(x_0 + h) − —y_1 ≈

—y_1 − —y_1 1 − 1

2^s

: (65)

Ěśńĺ ć łăůěśšćě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł řěÿěŋĺ¿ ć šőůłě x_1 ŕřĺŋ£šĳ —y_1, šő ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă ŋă ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ÿăčăţ h 2 ąşďěš řăćŋă

y(x_0 + h) − —y_1 ≈

—y_1 − —y_1 2^s − 1 :

(66)

Ć śńşůăě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ (23) ŕřăćĺńő Řşŋčě őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ (65), (66) ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋő ć łőőřďĺŋăšŋőľ ťőřňě śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

y^i(x_0 + h) − —y^i_1 ≈

—y^i_1 − —y^i_1 1 − 1 2^s

; i = 1; : : : ; M; (65^′)

y^i(x_0 + h) − —y^i_1 ≈

—y^i_1 − —y^i_1 2^s − 1 ; i

= 1; : : : ; M: (66^′) Ŕőńşůěŋŋőě ŕřĺąńĺęěŋŋőě ğŋăůěŋĺě —y_1 ĺńĺ —y_1 ňőęŋő şšőůŋĺšĳ, ŕřĺąăćĺć ł ŋěňş ćěńĺůĺŋş čńăćŋőčő ůńěŋă ŕőčřěÿŋőśšĺ, š.ě. ŕőńőęĺć y(x_1) ≈ y_1 = —y_1 +

—y_1 − —y_1 1 − 1 2^s

; (67) ĺńĺ y(x_1) ≈ y_1 = —y_1 +

—y_1 − —y_1 2^s − 1 :

(67^′) Šőčďă y(x_1) − y_1 = O(h^{s+2}):

Ć ďăŋŋőň śŕőśőąě őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńă Řşŋčě{Łşššă (7) ŕřĺňěŋ£ěšś£ šřĺ řăğă ĺ šřěąşěš 3q −1 ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ f(x; y) ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1). Ŕő¡šőňş ŕřĺ śńőęŋżţ ĺ šřşďőěňłĺţ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřăćżţ ůăśš£ţ ¡šőš śŕőśőą ćńěůěš ąőńĳÿĺě ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ğăšřăšż.

3.5.2.2. Őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ ŋă őśŋőćě łőňąĺŋăűĺĺ ťőřňşń řăğŋżţ ŕőř£ďłőć šőůŋőśšĺ

Řăśśňőšřĺň ćšőřőľ śŕőśőą őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă. İšőš śŕőśőą šăłęě őśŋőćăŋ ŋă ĺśŕőńĳğőćăŋĺĺ ďćşţ ŕřĺąńĺęěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ řěÿěŋĺ£ ć őďŋőľ šőůłě. Őďŋăłő ¡šĺ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ć őšńĺůĺě őš ŕřăćĺńă Řşŋčě ćżůĺśń£¿šś£ ŋě ŕő őďŋőľ, ă ŕő ďćşň ťőřňşńăň řăğŋżţ ŕőř£ďłőć šőůŋőśšĺ p ĺ s ś őďŋĺň ĺ šěň ęě ÿăčőň. Ŋăůŋěň őąśşęďěŋĺě ďăŋŋőčő śŕőśőąă ś őąźěčő śńşůă£, łőčďă ŕřĺňěŋ£ěňżě ťőřňşńż Řşŋčě{Łşššă ŋě ść£ğăŋż ďřşč ś ďřşčőň, ă ŕőšőň ŕěřěľďěň ł řăśśňőšřěŋĺ¿ śŕěűĺăńĳŋő ŕőďőąřăŋŋżţ ťőřňşń.

3.5.2.2.1. Łőňąĺŋăűĺ£ ŋěğăćĺśĺňżţ ťőřňşń

Ďăŋŋżľ śŕőśőą őśŋőćăŋ ŋă łőňąĺŋăűĺĺ ďćşţ ťőřňşń ćĺďă (7) řăğŋżţ ŕőř£ďłőć šőůŋőśšĺ p ĺ s:

y^p_1 = y_0 + r∑ i=1 p_ik_i; (68) čďě k_1 = hf(x_0; y_0);

k_i = hf(x_0 + ¸_ih; y_0 + i−1∑ j=1 ˛_{ij}k_j); ĺ y^s_1 = y_0 + ~r∑ i=1 ~p_i~k_i; (69) čďě ~k_1 = hf(x_0; y_0);

~k_i = hf(x_0 + ~¸_ih; y_0 +^{i−1}∑ j=1 ~˛_{ij} ~k_j);

Ŕşśšĳ p > s, r ¿ ~r. Ńőłăńĳŋżě ŕőčřěÿŋőśšĺ ć ¡šĺţ ťőřňşńăţ ąşďşš šăłĺě: ȷ^p = y(x_0 + h) − y^p_1 = O(h^{p+1}) ĺ ȷ^s = y(x_0 + h) − y^s_1 = O(h^{s+1}):

Ĺğ ŕőśńěďŋĺţ řăćěŋśšć śńěďşěš őűěŋłă ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż (69): ȷ^s = y^p_1 − y^s_1 + O(h^{p+1}): (70) Őśšăćń££ ć (70) šőńĳłő ůńěŋż čńăćŋőčő ŕőř£ďłă, ŕőńşůăěň ȷ^s ∼= y^p_1 − y^s_1: (71) Ŕőńşůěŋŋă£ őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ šřěąşěš r + ~r − 1 ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ şřăćŋěŋĺ£ (1).

3.5.2.2.2. Łőňąĺŋăűĺ£ śŕěűĺăńĳŋő ŕőďőąřăŋŋżţ ťőřňşń

Ěśńĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ć ťőřňşńăţ (68) ĺ (69) šăłőćż, ůšő

¸_i = ~¸_i; ˛_{ij} = ~˛_{ij}; i = 1; : : : ; ~r; (72) šő k_i = ~k_i; i = 1; : : : ; ~r;

ĺ ďń£ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ (71) ťőřňşńż (69) ŕőńşůăěšś£ ćżřăęěŋĺě śńěďş¿źěčő ćĺďă:

ȷ^s ≈ y^p_1 − y^s_1 = r∑ i=1 q_ik_i; (73) čďě q_i = p_i − ~p_i; i = 1; : : : ; ~r; q_i = p_i; i = ~r + 1; : : : ; r:

(73^′)

Őűěŋłă (73) ŕőňĺňő šěţ ğŋăůěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ, łőšőřżě ćżůĺśń£¿šś£ ŋă šěłşźěň ÿăčě h ĺ ćţőď£š ć ťőřňşńş (69), ćłń¿ůăěš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ k_i, i = ~r + 1; : : : ; r.

Šăłőľ ŕőďţőď ł őűěŋłě ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕőğćőń£ěš şňěŋĳÿĺšĳ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ŕřăćĺńőň Řşŋčě (65) ĺ őűěŋłőľ (71) łőńĺůěśšćő ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ şřăćŋěŋĺ£ (1).

Őűěŋłă (73), łăł ĺ ąőńěě őąźă£ őűěŋłă (71), £ćń£ěšś£ ăśĺňŕšőšĺůěśłőľ, šăł łăł őŋă şůĺšżćăěš šőńĳłő ůńěŋż čńăćŋőčő ŕőř£ďłă, ĺ śŕřăćěďńĺćă ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ řăğňěřăţ ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£.

Ć ŕřăłšĺłě ćżůĺśńěŋĺľ ć łăůěśšćě ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ŕřĺŋĺňăěšś£ ğŋăůěŋĺě y^p_1 łăł ĺňě¿źěě ąőńěě ćżśőłĺľ ŕőř£ďőł šőůŋőśšĺ.

Ćěńĺůĺŋă E = r∑ i=1 q_ik_i; (74)

čďě łő¡ťťĺűĺěŋšż q_i őŕřěďěń£¿šś£ ś ŕőňőźĳ¿ (73^′), ŋăğżćăěšś£ łőŋšřőńĳŋżň ůńěŋőň. Ć śńşůăě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ (23) łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋ ć łőőřďĺŋăšŋőľ ťőřňě śńěďş¿- źĺň őąřăğőň:

E^j = r∑ i=1 q_ik^j_i ; j = 1; : : : ; M: (74^′)

3.5.2.2.3. Łőŋšřőńĳŋżě ůńěŋż ďń£ ňěšőďőć Řşŋčě{Łşššă. Őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ ć ňěšőďăţ Ňěřśőŋă, Ĺŋčń¡ŋďă, Ťěńĳąěřčă

Řăśśňőšřĺň ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć. 1). Ňěšőďż (21) y_1 = y_0 + 16 (k_1 + 4k_2 + k_3)

ĺ (16) y_1 = y_0 + k_2

şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ¿ (72). Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ (74) ğăŕĺśżćăěšś£ ć ďăŋŋőň śńşůăě ć ćĺďě:

E = 16 (k_1 − 2k_2 + k_3) (75)

ĺ ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^3). Ğďěśĳ p = 3, s = 2, r = 3, ~r = 2. Ěśńĺ őűěŋłş ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă (16) ćěśšĺ ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě (65), šő ďń£ ¡šőčő ŕőšřěąşěšś£ ŕ£šĳ őąřăźěŋĺľ ł ŕřăćőľ ůăśšĺ ćňěśšő šřěţ.

2). Łńăśśĺůěśłĺľ ňěšőď Řşŋčě{Łşššă (22) y_1 = y_0 + 16 (k_1 + 2k_2 + 2k_3 + k_4) ĺ ňěšőď ćšőřőčő ŕőř£ďłă y_1 = y_0 + 12 (−k_1 + 2k_2 + 2k_3 − k_4) (76) şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ (72). Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ (74) ğăŕĺśżćăěšś£ ć ďăŋŋőň śńşůăě ć ćĺďě: E = 23 (k_1 − k_2 − k_3 + k_4) (77) ĺ ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^3). Ğďěśĳ p = 4, s = 2, r = 4, ~r = 4. Őŋ ĺğćěśšěŋ łăł łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ Ěčőřőćă.

3). Łńăśśĺůěśłĺľ ňěšőď Řşŋčě{Łşššă (22) ĺ ňěšőď (16) šăłęě şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ¿ (72). Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě:

E = 16 (k_1 − 4k_2 + 2k_3 + k_4) (78) ĺ ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^3). Ğďěśĳ p = 4, s = 2, r = 4, ~r = 2.

4). Ňěřśőŋ ŕřěďńőęĺń śńěďş¿źş¿ ňőďĺťĺłăűĺ¿ łńăśśĺůěśłőčő ňěšőďă Řşŋčě{Łşššă: y_1 = y_0 + 1 6 (k_1 + 4k_4 + k_5); (79) k_1 = hf(x_0; y_0);

k_2 = hf^(x_0 + 13h; y_0 + 13k_1^);

k_3 = hf^(x_0 + 13h; y_0 + 16k_1 + 16k_2^);

k_4 = hf^(x_0 + 12h; y_0 + 18k_1 + 38k_3^);

k_5 = hf^(x_0 + h; y_0 + 12k_1 − 32k_3 + 2k_4^): Ťőřňşńă (79) ĺ ťőřňşńă šřěšĳěčő ŕőř£ďłă y_1 = y_0 + 1 10 (k_1 + 3k_3 + 4k_4 + 2k_5) (80) şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ¿ (72). Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ (74) ğăŕĺśżćăěšś£ ć ďăŋŋőň śńşůăě ć ćĺďě E = 1 30 (2k_1 − 9k_3 + 8k_4 − k_5) (81) ĺ ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^4). Ğďěśĳ p = 4, s = 3, r = 5, ~r = 5. Ěśńĺ ąż łőŋšřőńĳ šőůŋőśšĺ ďń£ ňěšőďă šřěšĳěčő ŕőř£ďłă ŕřőĺğćőďĺńś£ ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě (65), šő ¡šő ŕőšřěąőćăńő ąż ćőśĳňĺ ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ ćňěśšő ŕ£šĺ ć ňěšőďě Ňěřśőŋă.

Ŋă ąőńěě şğłőň, ůěň (1), łńăśśě şřăćŋěŋĺľ, ă ĺňěŋŋő, ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ćĺďă y^′ = f(x; y) = ax + by + c (82) ťőřňşńă (80) ĺňěěš ŋě šřěšĺľ, ă ŕ£šżľ ŕőř£ďőł šőůŋőśšĺ. Ŕőř£ďőł ťőřňşńż (79) őśšăěšś£ ŕő-ŕřěęŋěňş řăćŋżň ůěšżřěň. Ŕő¡šőňş ćěńĺůĺŋă ȷ = −E = − 130 (2k_1 − 9k_3 + 8k_4 − k_5) (83) śńşęĺš čńăćŋżň ůńěŋőň ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż (79) ĺ ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^5). Šăłĺň őąřăğőň, ňěšőď Ňěřśőŋă (79) őąńăďăěš šőľ őśőąěŋŋőśšĳ¿, ůšő ŋă łńăśśě şřăćŋěŋĺľ (82) čńăćŋżľ ůńěŋ ěčő ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ćżřăęăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ šőńĳłő šěţ ğŋăůěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ, łőšőřżě ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ćţőď£š ć ťőřňşńş (79). Cńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ őšŕăďăěš ŋěőąţőďĺňőśšĳ ć ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ćżůĺśńěŋĺ£ţ.

5). Ťěńĳąěřč řăğřăąőšăń ňŋőęěśšćő ňěšőďőć, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿ (72). Ŕřĺćěďěň ŕřěďńőęěŋŋżě ĺň ťőřňşńż ůěšćěřšőčő ĺ ŕ£šőčő ŕőř£ďłőć:

y^{(5)}_1 = y_0 + 16135k_1 + 665612825k_3 + 2856156430k_4 − 950k_5 + 255k_6; (84)

y^{(4)}_1 = y_0 + 25216k_1 + 14082565k_3 + 21974104k_4 − 15k_5; (85)

k_1 = hf(x_0; y_0);

k_2 = hf^(x_0 + 14h; y_0 + 14k_1^);

k_3 = hf^(x_0 + 38h; y_0 + 332k_1 + 932k_2^);

k_4 = hf^(x_0 + 1213h; y_0 + 19322197k_1 − 72002197k_2 + 72962197k_3^);

k_5 = hf^(x_0 + h; y_0 + 439216k_1 − 8k_2 + 3680513 k_3 − 8454104k_4^);

k_6 = hf^(x_0 + 12h; y_0 − 827k_1 + 2k_2 − 35442565k_3 + 18594104k_4 − 1140k_5^):

Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ (74) ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě:

E = 1360k_1 − 1284275k_3 − 219775240k_4 + 150k_5 + 255k_6 (86)

ĺ ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^5). Ğďěśĳ p = 5, s = 4, r = 6, ~r = 5. Ěśńĺ őűěŋłş ŕőčřěÿŋőśšĺ ďń£ ňěšőďă ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă ŕřőĺğćőďĺšĳ ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě, šő ¡šő ŕőšřěąşěš őďĺŋŋăďűăšĺ ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ ćňěśšő ÿěśšĺ ć ňěšőďě Ťěńĳąěřčă.

6). Ĺŋčń¡ŋďőň ŕőśšřőěŋż śńěďş¿źĺě ťőřňşńż ůěšćěřšőčő ĺ ŕ£šőčő ŕőř£ďłőć:

y^{(5)}_1 = y_0 + 1336 (14k_1 + 35k_4 + 162k_5 + 125k_6); (87)

y^{(4)}_1 = y_0 + 16 (k_1 + 4k_3 + k_4); (88) k_1 = hf(x_0; y_0);

k_2 = hf^(x_0 + 12h; y_0 + 12k_1^);

k_3 = hf^(x_0 + 12h; y_0 + 14(k_1 + k_2)^);

k_4 = hf (x_0 + h; y_0 − k_2 + 2k_3);

k_5 = hf^(x_0 + 23h; y_0 + 127 (7k_1 + 10k_2 + k_4)^);

k_6 = hf^(x_0 + 15h; y_0 + 1625 (28k_1 − 125k_2 + 546k_3 + 54k_4 − 378k_5)^): Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ E = 1336 (−42k_1 − 224k_3 − 21k_4 + 162k_5 + 125k_6) (89) ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^5). Ğďěśĳ p = 5, s = 4, r = 6, ~r = 4. Ćżĺčřżÿ ć łőńĺůěśšćě ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ŕřăćĺńőň Řşŋčě ŕřĺ őűěŋłě ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă šăłőľ ęě, łăł ć ňěšőďě Ťěńĳąěřčă.

3.5.2.3.Őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ ś ŕőňőźĳ¿ ŋěńĺŋěľŋőčő łőŋšřőńĳŋőčő ůńěŋă

Ďń£ ŕřĺćěďěŋŋżţ ć ŕřěďżďşźěň řăğďěńě ňěšőďőć őűěŋłă ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ćżřăęăńăśĳ ś ŕőňőźĳ¿ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ (74) ŋěśłőńĳłĺţ ğŋăůěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£. Śşźěśšćş¿š ńĺ ďřşčĺě őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, őšńĺůŋżě őš (74) ĺ śőďěřęăźĺě ňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő ğŋăůěŋĺľ k_i ŕřăćőľ ůăśšĺ? Őłăğżćăěšś£, ůšő šăłĺě őűěŋłĺ śşźěśšćş¿š. B łăůěśšćě ŕřĺňěřă ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ťőřňşńş šĺŕă Řşŋčě{Łşššă ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ:

y_1 = y_0 + 17162k_1 + 81170k_3 + 32135k_4 + 2501377k_5; k_1 = hf(x_0; y_0);

k_2 = hf^(x_0 + 29h; y_0 + 29k_1^);

k_3 = hf^(x_0 + 13h; y_0 + 112k_1 + 14k_2^);

k_4 = hf^(x_0 + 34h; y_0 + 3128 (23k_1 − 81k_2 + 90k_3)^);

k_5 = hf^(x_0 + 9 10 h; y_0 + 9 10000

(−345k_1 + 2025k_2 − 1224k_3 + 544k_4) )

ĺ ćżřăęěŋĺě ďń£ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż ŋă ÿăčě ȷ_1 = y(x_0 + h) − y_1 = O(h^5) ć ćĺďě ŋěńĺŋěľŋőčő łőŋšřőńĳŋőčő ůńěŋă Śłř¡šőŋă: ȷ_1 = uvw + O(h^6);

čďě u = − 118k_1 + 27170k_3 − 415k_4 + 25153k_5;

v = 19 24 k_1 − 27 8 k_2 + 57 20 k_3 − 4 15 k_4;

w = k_4 − k_1:

Ŕőńşůěŋŋőě ğŋăůěŋĺě řěÿěŋĺ£ y_1 ňőęŋő şšőůŋĺšĳ, ěśńĺ ŕřĺąăćĺšĳ ł ŋěňş őűěŋłş ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, š.ě. ć łăůěśšćě ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ćğ£šĳ śşňňş

y^{(5)}_1 = y_1 + ȷ_1:

Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň ŋőćş¿ ťőřňşńş ćĺďă (5) ŕ£šőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ

y^{(5)}_1 = y_0 + 17162k_1 + 81170k_3 + 32135k_4 + 2501377k_5 + uvw ;

ĺśŕőńĳğş¿źş¿ ŕ£šĳ ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ ŋă őďŋőň ÿăčě. Ŋő ¡šă ťőřňşńă şęě ŋě £ćń£ěšś£ ťőřňşńőľ šĺŕă Řşŋčě{Łşššă (7), ŕőśłőńĳłş ćěńĺůĺŋă

´y_0 = y^{(5)}_1 − y_0

ŋě ćżřăęăěšś£ ńĺŋěľŋő ůěřěğ k_i.

3.6. Ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ś ŕěřěňěŋŋżň ÿăčőň. Ăćšőňăšĺůěśłĺľ ćżąőř ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£

Ďő śĺţ ŕőř ňż řăśśňăšřĺćăńĺ šăłőľ ŕřőűěśś řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ (1), (2), łőčďă ťőřňşńă Řşŋčě{ Łşššă ŕřĺňěŋ£ńăśĳ ś őďŋőľ ĺ šőľ ęě ćěńĺůĺŋőľ ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ćő ćśěľ őąńăśšĺ ćżůĺśńěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ćŋě ćś£łőľ ğăćĺśĺňőśšĺ őš ţăřăłšěřă ŕőćěďěŋĺ£ řěÿěŋĺ£. İšő ążń ńĺąő ÿăč h, ńĺąő h=2 ć śńşůăě ŕőćšőřŋőčő śůěšă ďń£ őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě (53), ńĺąő h_ε (58). Łăłă£ ąż ĺğ ¡šĺţ ćěńĺůĺŋ ŋě ĺśŕőńĳğőćăńăśĳ, őŋă ŋě ĺğňěŋ£ńăśĳ őš šőůłĺ ł šőůłě. Ć ¡šőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő řěÿěŋĺě ğăďăůĺ ŕőńşůěŋő ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Ŕřĺňěŋěŋĺě ŕěřěňěŋŋőčő ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕőğćőń£ěš şůĺšżćăšĳ ţăřăłšěř ŕőćěďěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ĺ şňěŋĳÿĺšĳ őąźěě ůĺśńő ÿăčőć, śőţřăŋĺć ŕřĺ ¡šőň šřěąşěňş¿ šőůŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£. Šěň śăňżň ňőčşš ążšĳ śŋĺęěŋż őąžěň řăąőšż ĺ ňăÿĺŋŋőě ćřěň£ ĺ ğăňěďńěŋ řőśš ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ.

Ĺňě£ ć řăśŕőř£ęěŋĺĺ ŕěřěůĺśńěŋŋżě śŕőśőąż (65), (66), (71), (73) őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă, ćěńĺůĺŋş ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ňőęŋő ćżąĺřăšĳ ăćšőňăšĺůěśłĺ ć ŕřőűěśśě śůěšă. Ŕřĺ ¡šőň ňőęŋő ĺśţőďĺšĳ ĺğ šőčő, ůšőąż ŋă łăęďżľ ÿăč ŕřĺţőďĺńăśĳ ŕřĺąńĺğĺšěńĳŋő őďĺŋăłőćă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ. Ŋăĺąőńěě ŕřőśšőľ ĺ řăśŕřőśšřăŋěŋŋżľ ăńčőřĺšň ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă £ćń£ěšś£ ŕřěďňěšőň ďăńĳŋěľÿěčő őąśşęďěŋĺ£.

3.6.1. Ăńčőřĺšň ćżąőřă ś ŕőňőźĳ¿ şďćőěŋĺ£ ĺ ďěńěŋĺ£ ÿăčă ŕőŕőńăň

Ŕşśšĳ ȷ_{n+1} | őűěŋłă ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŋă ÿăčě h, ďőŕşźěŋŋőľ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ y^h_{n+1} ć šőůłě x_n + h. Ěśńĺ őűěŋłă ŕřěćőśţőďĺš ŋěłőšőřş¿ ŋăŕěřěď ğăďăŋŋş¿ čřăŋĺűş ":

|ȷ_{n+1}| > "; (90)

šő śůĺšăěšś£, ůšő ğŋăůěŋĺě y^h_{n+1} řěÿěŋĺ£ ŋě şďőćńěšćőř£ěš ŕřěďŕĺśăŋŋőľ šőůŋőśšĺ ĺ ÿăč h őąž- £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺěňńěňżň. Ŕőńşůěŋŋă£ šőůłă x_n+h ĺ ğŋăůěŋĺě y^h_{n+1} ĺśłń¿ůă¿šś£ ĺğ řăśśňőšřěŋĺ£. Ćżąĺřăěšś£ ŋőćőě ğŋăůěŋĺě ÿăčă h^{(1)} = h2;

ĺ ćŋőćĳ ŕő šőľ ęě ťőřňşńě Řşŋčě{Łşššă ś ÿăčőň h^{(1)} ćżůĺśń£ěšś£ ŋőćőě ğŋăůěŋĺě řěÿěŋĺ£ y^{h(1)}_{n+1} ć ŋőćőľ šőůłě x_n + h^{(1)}. Ŕşśšĳ ȷ^{(1)}_{n+1} | őűěŋłă ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŋă ďăŋŋőň ÿăčě h^{(1)}. Ěśńĺ őűěŋłă őŕ£šĳ ŕřěćőśţőďĺš ğăďăŋŋş¿ čřăŋĺűş

|ȷ^{(1)}_{n+1}| > ";

šő šőůłă x_n + h^{(1)} ĺ ğŋăůěŋĺě y^{h(1)}_{n+1} őŕ£šĳ ĺśłń¿ůă¿šś£ ĺğ řăśśňőšřěŋĺ£, ÿăč śŋőćă ďěńĺšś£ ŕőŕőńăň: h^{(2)} = h^{(1)}2 ĺ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőćšőř£¿šś£. Šăł ŕřőĺśţőďĺš ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŕřĺ łăłőľ-šő ćěńĺůĺŋě ÿăčă (őąőğŋăůĺň ěě ůěřěğ h_n) őűěŋłă ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŋě śšăŋěš ňěŋĳÿě ": |ȷ_{n+1}| 6 ": (91) Ŕőśńě ¡šőčő śůĺšăěšś£, ůšő řěÿěŋĺě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕřőďőńęěŋő ďő šőůłĺ x_{n+1} = x_n + h_n. Ďăńĳŋěľÿěě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě şřăćŋěŋĺ£ ŕřőĺğćőďĺšś£ ĺğ šőůłĺ x_{n+1} ś ÿăčőň h_{n+1}, łőšőřżľ ćżąĺřăěšś£ őŕĺśăŋŋżň ŋĺęě śŕőśőąőň.

Ěśńĺ őűěŋłă ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŋă ÿăčě h_n = x_{n+1} − x_n şďőćńěšćőř£ěš ŋěřăćěŋśšćş

|ȷ_{n+1}| < "K ; (92)

čďě K | ŋěłőšőřă£ łőŋśšăŋšă, šő śůĺšăěšś£, ůšő ďőśšĺčŋşšă šőůŋőśšĳ, ŕřěćżÿă¿źă£ ğăďăŋŋş¿, ĺ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ şďćăĺćăěšś£: h_{n+1} = 2h_n:

Ěśńĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő " K 6 |ȷ_{n+1}| 6 "; (93) šő śůĺšăěšś£, ůšő ŕőńşůěŋŋőě ć šőůłě x_{n+1} řěÿěŋĺě şďőćńěšćőř£ěš ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ, ĺ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ őśšăěšś£ ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£: h_{n+1} = h_n:

Š ă ą ń ĺ ű ă 1.

Ťőřňşńă Ťőřňşńă Ťőřňşńă Łőŋśšăŋšă Śŕőśőą őűěŋłĺ Řşŋčě{Łşššă ďń£ şšőůŋěŋĺ£ ďń£ őűěŋłĺ şďćőěŋĺ£ ÿăčă ńőłăńĳŋőľ ĺ ěě ŕőř£ďőł s řěÿěŋĺ£ ĺ ěě ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ K ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕőř£ďőł p ňěšőďă ĺ ŕőř£ďőł ňěšőďă őűěŋłĺ

(16) (21) (75) 8 Łőŋšřőńĳŋżľ s = 2 p = 3 3 ůńěŋ

(76) (22) (77) 8 Łőŋšřőńĳŋżľ s = 2 p = 4 3 ůńěŋ Ěčőřőćă

(16) (22) (78) 8 Łőŋšřőńĳŋżľ s = 2 p = 4 3 ůńěŋ

(80) (79) (81) 16 Łőŋšřőńĳŋżľ s = 3 p = 4 4 ůńěŋ ć ňěšőďě Ňěřśőŋă

(79) (80) (83) Łőŋšřőńĳŋżľ s = 4 p = 5 5 32 ůńěŋ ć ňěšőďě Ňěřśőŋă ďń£ y^′ = ax + by + c

(85) (84) (86) 32 Łőŋšřőńĳŋżľ s = 4 p = 5 5 ůńěŋ ć ňěšőďě Ťěńĳąěřčă

(88) (87) (89) 32 Łőŋšřőńĳŋżľ s = 4 p = 5 5 ůńěŋ ć ňěšőďě Ĺŋčń¡ŋďă

(7) —y (65), (66) 2^{s+1} Ŕřăćĺńő Řşŋčě s s s + 1

Šăłĺň őąřăğőň, ŋă šěţ şůăśšłăţ ĺğňěŋěŋĺ£ ŋěğăćĺśĺňőľ ŕěřěňěŋŋőľ, čďě ďőśšĺčăěšś£ ćżśőłă£ šőůŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£, ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ćőğřăśšăěš, ă šăň, čďě šőůŋőśšĳ ŋě ďőśšĺčăěšś£, ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ śőłřăźăěšś£ ďő ŋěőąţőďĺňżţ ďń£ ěě ďőśšĺęěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ. Šěň śăňżň őąěśŕěůĺćăěšś£ ćżąőř ćěńĺůĺŋż ÿăčă ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ţăřăłšěřă ŕőćěďěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£. Łőŋśšăŋšă K őążůŋő ŕőńăčăěšś£ řăćŋőľ 2^ν , čďě | ŕőř£ďőł ĺśŕőńĳğşěňőľ őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă. Łőŋśšăŋšż, őŕřěďěń£¿źĺě ŕěřěţőď ł şďćőěŋĺ¿ ÿăčă ďń£ řăğńĺůŋżţ ťőřňşń Řşŋčě{Łşššă, ŕřĺćěďěŋż ć šăą. 1.

Ĺŋőčďă ďń£ šőčő, ůšőąż śőłřăšĺšĳ ůĺśńő ŋěŕřĺěňńěňżţ ÿăčőć, ć ĺğńőęěŋŋżľ ğďěśĳ ăńčőřĺšň ćżąőřă ÿăčă ćŋőśĺšś£ ĺğňěŋěŋĺě, łőšőřőě ğăłń¿ůăěšś£ ć śńěďş¿źěň. Ěśńĺ ŕřĺ ŕřőďőńęěŋĺĺ řěÿěŋĺ£ ĺğ šőůłĺ x_n ć šőůłş x_{n+1} = x_n + h_n ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ śőłřăźăńś£ ţőš£ ąż őďĺŋ řăğ, šő ŕřĺ ćżąőřě śńěďş¿źěčő ğŋăůěŋĺ£ ÿăčă h_{n+1} şďćőěŋĺě ŕřěďżďşźěčő ÿăčă h_n ŋě ŕřőĺśţőďĺš, ďăęě ěśńĺ ĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺě (92).

3.6.2. Ćżąőř ňăłśĺňăńĳŋőľ ďń£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ ďńĺŋż ÿăčă

Řăśśňőšřĺň ěźě őďĺŋ ăńčőřĺšň ćżąőřă ÿăčă, ŕřĺňěŋĺć šş ęě ĺďě¿, łőšőřă£ ążńă ĺśŕőńĳğőćăŋă ŕřĺ ćżćőďě ťőřňşńż (58).

Šăł łăł őűěŋłă ȷ_{n+1} ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă řăćŋă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ůńěŋőć ąőńěě ćżśőłőčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ čńăćŋőňş ůńěŋş ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă, šő ć śĺńş (43)

ȷ_{n+1} ∼= (x_n; y_n)h^{s+1}: (94)

Śőőšŋőÿěŋĺě (94) śŕřăćěďńĺćő ďń£ ćśěţ őűěŋőł, ćżćěďěŋŋżţ ć ŕ.3.5.2. (śň. šăłęě šăą. 1.). Ěśńĺ őűěŋłă ȷ_{n+1} ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřěćőśţőďĺš ğăďăŋŋş¿ čřăŋĺűş ":

|ȷ_{n+1}| > ";

šő śůĺšăěšś£, ůšő ŋă ďăŋŋőň ÿăčě h ňěšőď ŋě ďőśšĺčăěš šřěąşěňőľ šőůŋőśšĺ ĺ ćżůĺśńěŋŋőě ğŋăůěŋĺě y_{n+1} řěÿěŋĺ£ ćňěśšě ś šőůłőľ x_n + h ĺśłń¿ůăěšś£ ĺğ řăśśňőšřěŋĺ£. Ć ¡šőň śńşůăě ćżąĺřăěšś£ ŋőćżľ řăğňěř ÿăčă, ŋő ŋě ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ďěńěŋĺěň ŕőŕőńăň, łăł ć ćżÿě őŕĺśăŋŋőň śŕőśőąě, ă ś ŕőňőźĳ¿ śőőšŋőÿěŋĺ£ h_ε = ¸h; (95)

čďě ¸ ŋăţőďĺšś£ ĺğ şśńőćĺ£ ćżŕőńŋěŋĺ£ řăćěŋśšćă

| (x_n; y_n)h^{s+1}_ε | = ": (96)

Ĺğ (94), (96) ŕőńşůăěň, ůšő ¸^{s+1} = " |ȷ_{n+1}| ĺ ¸ =^{s+1} √ " |ȷ_{n+1}|

: (97)

Ğďěśĳ ¸ < 1 ĺ ŋőćőě ğŋăůěŋĺě ÿăčă

h_ε =^{s+1} √ " |ȷ_{n+1}| h (98)

ňěŋĳÿě ŕřěďżďşźěčő. Ďăńěě ŕő ťőřňşńě Řşŋčě{Łşššă ĺğ šőůłĺ x_n ćżŕőńŋ£ěšś£ őďĺŋ ÿăč h_ε ĺ ćżůĺśń£ěšś£ ŕřĺąńĺęěŋĺě y^{hε}_{n+1} ł řěÿěŋĺ¿ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ć šőůłě x_n + h_ε.

Ěśńĺ ŕěřćőŋăůăńĳŋă£ őűěŋłă ȷ_{n+1} ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŋě ŕřěćőśţőďĺš ğăďăŋŋş¿ čřăŋĺűş ": |ȷ_{n+1}| 6 ";

šő śůĺšăěšś£, ůšő ŕőńşůěŋŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě y_{n+1} ł řěÿěŋĺ¿ şďőćńěšćőř£ěš šřěąşěňőľ šőůŋőśšĺ, ĺ ğŋăůěŋĺě x_n + h ŋěğăćĺśĺňőľ ŕěřěňěŋŋőľ ŕřĺŋĺňăěšś£ ć łăůěśšćě śńěďş¿źěčő şğńă x_{n+1} ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Ďăńĳŋěľÿěě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě şřăćŋěŋĺ£ őśşźěśšćń£ěšś£ ĺğ šőůłĺ x_{n+1} ś ÿăčőň h_ε, łőšőřżľ őŕřěďěń£ěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ śőőšŋőÿěŋĺľ (95), (97). Šěŕěřĳ ¸ ¿ 1 ĺ h_ε ¿ h.

Ŕřěĺňşźěśšćő ďăŋŋőčő ăńčőřĺšňă ćżąőřă ÿăčă ğăłń¿ůăěšś£ ć ąőńĳÿěľ čĺąłőśšĺ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś őŕĺśăŋŋżň ć ŕřěďżďşźěň řăğďěńě śŕőśőąőň. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ć ŋěň ŕřĺ ďőśšĺęěŋĺĺ šřěąşěňőľ šőůŋőśšĺ ăąśőń¿šŋă£ ćěńĺůĺŋă ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ńĺąő şćěńĺůĺćăěšś£ ć ďćă řăğă, ńĺąő ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, ćżŕőńŋ£ěšś£ ĺńĺ ŋěš ŋěřăćěŋśšćő (92). Ěśńĺ ¡šő ŋěřăćěŋśšćő ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£ ĺğ-ğă ŋěğŋăůĺšěńĳŋőčő ŕřěćżÿěŋĺ£ őűěŋłĺ |ȷ_{n+1}| ŋăď ćěńĺůĺŋőľ "=K, šő ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋě ąşďěš şćěńĺůĺćăšĳś£ ĺ őśšăŋěšś£ ŕřěęŋĺň. Ć ăńčőřĺšňě, őśŋőćăŋŋőň ŋă ĺśŕőńĳğőćăŋĺĺ ťőřňşń (95), (97), ĺňěěšś£ ćőğňőęŋőśšĳ şćěńĺůěŋĺ£ ÿăčă ć ń¿ąőě ůĺśńő¸ řăğ ďăęě šőčďă, łőčďă ¡šő ůĺśńő ňěŋĳÿě ďćşţ. İšő ŕřĺćőďĺš ł ąőńěě śčńăęěŋŋőňş ĺğňěŋěŋĺ¿ ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺ, łăł śńěďśšćĺě, ł śőłřăźěŋĺ¿ őąźěčő łőńĺůěśšćă ÿăčőć ĺ śŋĺęěŋĺ¿ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ğăšřăš.

Ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ąěřěšś£ ŋěśłőńĳłő ňěŋĳÿěě, ůěň őŕřěďěń£ěňőě ś ŕőňőźĳ¿ (97), ğŋăůěŋĺě ďń£ ¸, ŋăŕřĺňěř,

¸^∗ = 0; 9¸ = 0; 9^{s+1} √ " |ȷ_{n+1}|

; (97^′) ĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ňěŋĳÿěě ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś (95), (98) ğŋăůěŋĺě ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£

h^∗_ε = ¸^∗h: (95^′)

İšő ďěńăěšś£ ďń£ šőčő, ůšőąż ĺğąěęăšĳ šěţ ÿăčőć, ďń£ łőšőřżţ ŋě ďőśšĺčăěšś£ šřěąşěňă£ šőůŋőśšĳ.

3.6.3. Ĺśŕőńĳğőćăŋĺě řăğńĺůŋżţ ţăřăłšěřĺśšĺł šőůŋőśšĺ

Ăćšőňăšĺůěśłĺľ ćżąőř ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺňěěš ćăęŋżľ ăśŕěłš, ő łőšőřőň ŋăďő ŕőňŋĺšĳ ŕřĺ ŕřăłšĺůěśłőľ řěăńĺğăűĺĺ ăńčőřĺšňă ŋă İĆŇ. İšőš ăśŕěłš ğăłń¿ůăěšś£ ć śńěďş¿- źěň.

Ďěńő ć šőň, ůšő ďń£ ďőśšĺęěŋĺ£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ ňőęěš (ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ăńčőřĺšňă ćżąőřă ÿăčă) ĺńĺ ŕřőĺśţőďĺšĳ ąőńĳÿőě ůĺśńő ďěńěŋĺľ ŕőŕőńăň ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ĺńĺ ćěńĺůĺŋă ¸, ćżůĺśń£ěňă£ ŕő ťőřňşńě (97), őłăğăšĳś£ ŋăśšőńĳłő ňăńőľ, ůšő ćŋőćĳ őŕřěďěń£ěňă£ ďńĺŋă ÿăčă h ŋě ąşďěš ćżğżćăšĳ ĺğňěŋěŋĺ£ ŋěğăćĺśĺňőľ ŕěřěňěŋŋőľ, š.ě. ć şśńőćĺ£ţ ňăÿĺŋŋőľ ăřĺťňěšĺłĺ ąşďěš ćżŕőńŋ£šĳś£ řăćěŋśšćő

x ⊕ h = x; (99)

čďě ⊕ őğŋăůăěš ňăÿĺŋŋş¿ őŕěřăűĺ¿ ăřĺťňěšĺůěśłőčő śńőęěŋĺ£, ă šőůŋěě, śńőęěŋĺě ůĺśěń ś ŕńăćă¿źěľ šőůłőľ, š.ě. ůĺśěń, ŕřěďśšăćńěŋŋżţ ć śńěďş¿źěľ ťőřňě

x = ±˛^p(¸_1˛^{−1} + ¸_2˛^{−2} + · · · + ¸_t˛^{−t}); (100)

ğďěśĳ ˛ | őśŋőćăŋĺě śĺśšěňż śůĺśńěŋĺ£, p | ŕőř£ďőł ůĺśńă, şďőćńěšćőř£¿źĺľ ŋěřăćěŋśšćş

p 6 p 6 —p;

čďě p, —p | ňĺŋĺňăńĳŋżľ ĺ ňăłśĺňăńĳŋżľ ŕőř£ďłĺ ć ĺśŕőńĳğşěňőľ ŕńăćă¿źěľ śĺśšěňě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ůĺśěń ŋă İĆŇ. Řăćěŋśšćő (99) ąşďěš ćżŕőńŋ£šĳś£ šőčďă, łőčďă šěłşźěě ğŋăůěŋĺě h śšăŋěš ŕő ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋě ňěŋĳÿě ĺńĺ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă, ŕřěďśšăćĺňőčő ŋă ďăŋŋőľ İĆŇ ĺ řăćŋőčő ff = ˛^{p−1}, ĺńĺ ŋěłőšőřőčő ůĺśńă r > 0, řăćŋőčő řăśśšő£ŋĺ¿ őš x ďő śőśěďŋěčő śŕřăćă (ŕřĺ h > 0) ĺńĺ śńěćă (ŕřĺ h < 0) ćěźěśšćěŋŋőčő ůĺśńă, łőšőřőě ŕřěďśšăćĺňő ŋă İĆŇ^2. Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő

r = r(x; t) = ˛^{1−t}˛^{p−1} = macheps · ˛^{p−1} 6 macheps · |x|: (101)

Ćěńĺůĺŋă macheps = ˛^{1−t}, ŋăğżćăěňă£ ňăÿĺŋŋżň ¡ŕśĺńőŋ, řăćŋă řăśśšő£ŋĺ¿ őš 1 ďő śőśěďŋěčő śŕřăćă ćěźěśšćěŋŋőčő ůĺśńă, ŕřěďśšăćĺňőčő ŋă İĆŇ. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ h şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ |h| ¿ max^{ff; r(x; t)^}; (102)

šő ŕřĺ ¡šőň h řăćěŋśšćő (99) ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋě ąşďěš. Ąěğ ŕřőćěřłĺ şśńőćĺ£ (99) ćő ćřěň£ řăąőšż ŕřőčřăňňż ś ăćšőňăšĺůěśłĺň ćżąőřőň ÿăčă ňőęěš ŕřőĺğőľšĺ ğăűĺłńĺćăŋĺě. İšőčő ňőęŋő ĺğąěęăšĳ, ěśńĺ ćňěśšő ćěřţŋěľ čřăŋĺűż ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă, łőšőřă£ ňőęěš őłăğăšĳś£ śńĺÿłőň ňăńőľ ć śřăćŋěŋĺĺ ś ŕőř£ďłőň ĺśłőňőčő řěÿěŋĺ£, ğăďăćăšĳ ůĺśńő ćěřŋżţ űĺťř ć ŕřĺąńĺęěŋŋőň ğŋăůěŋĺĺ řěÿěŋĺ£. İšő ŕőğćőń£ěš ąőńěě őśšőřőęŋő ŕőďţőďĺšĳ ł őŕřěďěńěŋĺ¿ šőůŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ś şůěšőň ďńĺŋż řăğř£ďŋőľ śěšłĺ ňăÿĺŋż.

Ůšőąż ŕřő£śŋĺšĳ śĺšşăűĺ¿, ŋăŕőňŋĺň őŕřěďěńěŋĺě ćěřŋżţ űĺťř ůĺśńă. Űĺťřă a_k ć ŕřĺąńĺęěŋŋőň ůĺśńě y^∗ = a_1˛^{p−1} + a_2˛^{p−2} + · · · + a_m˛^{p−m} + · · ·

2Ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě şřăćŋěŋĺ£ ňőęěš ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋě šőńĳłő śńěćă ŋăŕřăćő, ŋő ĺ śŕřăćă ŋăńěćő; ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ őšřĺűăšěńĳŋżľ.

śůĺšăěšś£ ćěřŋőľ, ěśńĺ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ A_y� ůĺśńă y^∗ şďőćńěšćőř£ěš ŋěřăćěŋśšćş

A_y� 6 !˛^{p−k}; (103)

čďě ! | ŋěłőšőřőě ůĺśńő, şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ¿ 1=2 6 ! 6 1. Ěśńĺ ! = 1, šő ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ůĺśńă y^∗ ŋě ŕřěćőśţőďĺš ěďĺŋĺűż řăğř£ďă, śőőšćěšśšćş¿źěčő űĺťřě a_k, š.ě. ˛^{p−k}.

§śŋő, ůšő, ğăďăćă£ őčřăŋĺůěŋĺě śćěřţş ďń£ őÿĺąłĺ ć ćĺďě ďőŕşśšĺňőľ ăąśőń¿šŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, ňż šěň śăňżň ťĺłśĺřşěň řăğř£ď, śőőšćěšśšćş¿źĺľ śăňőľ ňńăďÿěľ ćěřŋőľ űĺťřě ůĺśńă, ă ŋě ůĺśńő ćěřŋżţ űĺťř ć ŋěň. Ć řěğşńĳšăšě łőńĺůěśšćő šřěąşěňżţ ćěřŋżţ űĺťř ć ŕřĺąńĺęěŋŋőň řěÿěŋĺĺ śšăŋőćĺšś£ ğăćĺśĺňżň őš ŕőř£ďłă p ĺśłőňőčő řěÿěŋĺ£ ĺ ňőęěš ŕřěćğőľšĺ ďńĺŋş t řăğř£ďŋőľ śěšłĺ ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ňăÿĺŋż ĺ ążšĳ ŋě ďőśšĺęĺňżň ŋă ďăŋŋőľ İĆŇ.

Ŕő£śŋĺň śłăğăŋŋőě ŋă ŕřĺňěřě. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďőŕşśšĺňă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă śőśšăćń£ěš 1 2 ·10^{−5}, ă šőůŋőě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ ć ŋěłőšőřőľ šőůłě ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ďőśšĺčăěš ğŋăůěŋĺ£ ś ďěś£šĺůŋżň ŕőř£ďłőň p = 5, ŋăŕřĺňěř, 10 000; 33333 : : : . Ďőŕşśšĺň, ůšő ćżůĺśńěŋĺ£ ćěďşšś£ ŋă İĆŇ ś śěňĳ¿ ďěś£šĺůŋżňĺ ğŋăłăňĺ. Ğăďăŋŋă£ ćěřţŋ££ čřăŋĺűă ăąśőń¿šŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ śőőšćěšśšćşěš šřěąőćăŋĺ¿, ůšőąż ŕřĺąńĺęěŋŋőě ğŋăůěŋĺě řěÿěŋĺ£ ĺňěńő, ŕő łřăľŋěľ ňěřě, ŕ£šĳ ćěřţŋĺţ ğŋăłőć ŕőśńě ğăŕ£šőľ. Ŋő šăł łăł řěÿěŋĺě ĺňěěš ŕőř£ďőł p = 5, šő őąźěě łőńĺůěśšćő ćěřŋżţ ďěś£šĺůŋżţ űĺťř ďőńęŋő ążšĳ ŋě ňěŋěě ďěś£šĺ, ůšő ŕřěćżÿăěš ćőğňőęŋőśšĺ şśńőćĺľ ŕřőćěďěŋĺ£ śůěšă. Ćőőąźě, ěśńĺ ďőŕşśšĺňă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ řăćŋă ! · 10^{−k}, ŕőř£ďőł řěÿěŋĺ£ řăćěŋ p, ă łőńĺůěśšćő ĺśŕőńĳğşěňżţ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ďěś£šĺůŋżţ ğŋăłőć řăćŋő t, šő ďń£ šőčő, ůšőąż ğăďăŋŋă£ šőůŋőśšĳ ążńă ďőśšĺęĺňă, ŋěőąţőďĺňő ćżŕőńŋěŋĺě śőőšŋőÿěŋĺ£:

t − p > k: (104)

Łăł ćĺďŋő, ďń£ řăśśňőšřěŋŋőčő ŕřĺňěřă ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£. Ć šăłĺţ śńşůă£ţ ąőńěě űěńěśőőąřăğŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ć ăńčőřĺšňě ćżąőřă ÿăčă ŋě ăąśőń¿šŋş¿, ă őšŋőśĺšěńĳŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ ȷ |y| ; (105)

šăł łăł šřěąş£, ůšőąż řěÿěŋĺě ĺňěńő k ćěřŋżţ űĺťř (ďěś£šĺůŋżţ), ňż šěň śăňżň šřěąşěň, ůšőąż őšŋőśĺšěńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ¡šőčő řěÿěŋĺ£ ŋě ŕřěćőśţőďĺńă ! · 10^{1−k}. Őďŋăłő ğďěśĳ ŋăďő śńěďĺšĳ ğă šěň, ůšőąż řěÿěŋĺě ŋě őąřăźăńőśĳ ć ŋşńĳ.

Ąőńěě čĺąłĺň £ćń£ěšś£ ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ňěřż ŕőčřěÿŋőśšĺ. Ňěřőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ y ŋăğżćăěšś£ ćěńĺůĺŋă —, őŕřěďěń£ěňă£ śőőšŋőÿěŋĺěň — = ȷ |y|; |y| > P;

ȷ; |y| 6 P;

(106)

čďě P | ŋěłőšőřőě ťĺłśĺřőćăŋŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő. Łőŋšřőńĳ šőůŋőśšĺ ŕő ňěřě ŕőčřěÿŋőśšĺ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŋă šěţ şůăśšłăţ ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, čďě ăąśőń¿šŋă£ ćěńĺůĺŋă řěÿěŋĺ£ ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŋěłőšőřőčő ğŋăůěŋĺ£ P, łőŋšřőńĳ šőůŋőśšĺ ćěďěšś£ ŕő ăąśőń¿šŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, ă šăň, čďě ăąśőń¿šŋă£ ćěńĺůĺŋă řěÿěŋĺ£ ŕřěćőśţőďĺš ¡šő ğŋăůěŋĺě, łőŋšřőńĳ šőůŋőśšĺ ćěďěšś£ ŕő őšŋőśĺšěńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ.

Ďřşčĺň ¡ťťěłšĺćŋżň śřěďśšćőň ňőęěš śńşęĺšĳ őčřăŋĺůěŋĺě ŋă ůĺśńő ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ďěńěŋĺľ ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, śőćěřÿăěňżţ ć őďŋőľ šőůłě, ĺńĺ őčřăŋĺůěŋĺě śŋĺğş ŋă ćěńĺůĺŋş ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Ŋăŕřĺňěř, őčřăŋĺůĺćă£ łőńĺůěśšćő ďěńěŋĺľ ďćăďűăšĳ¿, ňż ďőŕşśłăěň ňăłśĺňăńĳŋőě şňěŋĳÿěŋĺě ÿăčă ć 10^6 řăğ. Ć ąőńĳÿĺŋśšćě śńşůăěć ¡šőčő ďőśšăšőůŋő, ěśńĺ ŕřĺ ¡šőň, łőŋěůŋő, ŋě ŋăřşÿăěšś£ šřěąőćăŋĺě (102), őąěśŕěůĺćă¿źěě ŋěćżŕőńŋěŋĺě şśńőćĺ£ (99). Ěśńĺ ĺ ŕőśńě ďćăďűăšĺ ďěńěŋĺľ šőůŋőśšĳ ŕő-ŕřěęŋěňş ŋě ďőśšĺčăěšś£, šő, łăł ŕřăćĺńő, ¡šő śćĺďěšěńĳśšćşěš ő šőň, ůšő ňěšőď Řşŋčě{Łşššă ŋě ŕőďţőďĺš ďń£ řěÿěŋĺ£ ďăŋŋőľ ğăďăůĺ (łőŋěůŋő, ěśńĺ ć ŕřőčřăňňě ŋěš őÿĺąőł!). Šăłă£ śĺšşăűĺ£ őążůŋő ćśšřěůăěšś£ ŕřĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ş łőšőřżţ max | | @f @y | | ≫ 1: Ł šăłĺň şřăćŋěŋĺ£ň őšŋőś£šś£ şřăćŋěŋĺ£ ĺ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ, ŕřăćă£ ůăśšĳ łőšőřżţ ĺňěěš ąőńĳÿş¿ łőŋśšăŋšş Ńĺŕÿĺűă | |f^i(x; y^1; : : : ; y^M ) − f^i(x; z^1; : : : ; z^M )^| 6 L M∑ i=1 |y^i − z^i|; (107)

L ≫ 1; (107^′)

ć ůăśšŋőśšĺ, ęěśšłĺě śĺśšěňż (śň. ŕ. 3.7).

Şłăğăŋŋżľ ŕřĺěň ŕőğćőń£ěš ŕőńşůĺšĳ ć ŕřőűěśśě śůěšă ŕőńěğŋş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ ő ţăřăłšěřě řěÿăěňőľ ğăďăůĺ, őąŋăřşęĺšĳ śĺńĳŋőě ĺğňěńĳůěŋĺě ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ĺğąěęăšĳ ąőńĳÿőčő şćěńĺůěŋĺ£ őąźěčő ůĺśńă ÿăčőć ĺ, łăł śńěďśšćĺě, ůřěğňěřŋőčő ćőğřăśšăŋĺ£ ňăÿĺŋŋőčő ćřěňěŋĺ.

Ďń£ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ (23) ś ŕřőćěřłőľ ŋă šőůŋőśšĳ ňőčşš ćżůĺśń£šĳś£ ńĺąő ćśě łőňŕőŋěŋšż řěÿěŋĺ£, ńĺąő ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ, ć ůăśšŋőśšĺ, őďŋă łőňŕőŋěŋšă. Ŕřĺ ¡šőň łőŋšřőńĳ šőůŋőśšĺ ňőęěš ćěśšĺśĳ ŕőłőňŕőŋěŋšŋő ĺńĺ ŕő ŋőřňě. Ć ŕěřćőň śńşůăě łăęďă£ łőňŕőŋěŋšă ŕřőćěř£ěšś£ ŋă šőůŋőśšĳ őšďěńĳŋő őš őśšăńĳŋżţ, ŕřĺůěň ďń£ řăğŋżţ łőňŕőŋěŋš ňőčşš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ łăł řăğńĺůŋżě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ šőůŋőśšĺ (ăąśőń¿šŋă£, őšŋőśĺšěńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ, ňěřă ŕőčřěÿŋőśšĺ), šăł ĺ řăğŋżě ďőŕşśšĺňżě ğŋăůěŋĺ£ ŕőčřěÿŋőśšĺ. Ć ŕőśńěďŋěň ćăřĺăŋšě " | ćěłšőř ("^1; "^2; : : : ; "^{M 0}), ďńĺŋă łőšőřőčő M^′ řăćŋă łőńĺůěśšćş ŕřőćěř£ěňżţ ŋă šőůŋőśšĳ łőňŕőŋěŋš řěÿěŋĺ£, ă ŋěřăćěŋśšćă (90), (92), (93) ąşďşš śćőĺňĺ ďń£ łăęďőľ łőňŕőŋěŋšż řěÿěŋĺ£, ă ĺňěŋŋő:

|ȷ^{ij}_{n+1}| > "^j; (108)

|ȷ^{ij}_{n+1}| < "^j K ; (109)

"^j K 6 |ȷ i_j n+1| 6 "^j: (110)

Ğďěśĳ j = 1; : : : ; M^′, M^′ 6 M, i_j | ŋőňěřă ŕřőćěř£ěňżţ ŋă šőůŋőśšĳ łőňŕőŋěŋš, 1 6 i_j 6 M. Řěÿěŋĺě ő ďěńěŋĺě ÿăčă ŕőŕőńăň ŕřĺŋĺňăěšś£, ěśńĺ şśńőćĺě (108) ćżŕőńŋ£ěšś£ ţőš£ ąż ďń£ őďŋőľ łőňŕőŋěŋšż, ă řěÿěŋĺě őą şďćőěŋĺĺ ÿăčă ŕřĺŋĺňăěšś£ šőčďă, łőčďă şśńőćĺě (109) ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ćśěţ ¡šĺţ łőňŕőŋěŋš.

Šě łőňŕőŋěŋšż řěÿěŋĺ£, łőšőřżě ŕřőćěř£¿šś£ ŋă šőůŋőśšĳ ŕő ňěřě ŕőčřěÿŋőśšĺ (106), ňőčşš ĺňěšĳ łăęďă£ śćőě ğŋăůěŋĺě P ďń£ ŕěřěţőďă őš ăąśőń¿šŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ł őšŋőśĺšěńĳŋőľ ĺ őąřăšŋő. Ć ¡šőň śńşůăě P | ćěłšőř (P^1; P^2; : : : ; P^{M 00} ), ďńĺŋă łőšőřőčő M^{′′} řăćŋă łőńĺůěśšćş ŕřőćěř£ěňżţ ŋă šőůŋőśšĳ ŕő ňěřě ŕőčřěÿŋőśšĺ łőňŕőŋěŋš řěÿěŋĺ£, ă ňěřă ŕőčřěÿŋőśšĺ őŕřěďěń£ěšś£ őšďěńĳŋő ďń£ łăęďőľ łőňŕőŋěŋšż:

—^{lj} = ȷ^{lj} |y^{lj} | ; |y^{lj} | > P^j ;

ȷ^{lj} ; |y^{lj} | 6 P^j:

(111)

Ğďěśĳ j = 1; : : : ; M^{′′}, M^{′′} 6 M^′ 6 M, l_j | ŋőňěřă łőňŕőŋěŋš, ŕřőćěř£ěňżţ ŋă šőůŋőśšĳ ŕő ňěřě ŕőčřěÿŋőśšĺ, i_1 6 l_j 6 i_M 0.

Łőŋšřőńĳ šőůŋőśšĺ ŕő ŋőřňě őğŋăůăěš, ůšő łőŋšřőńĺřşěšś£ ŋěłőšőřă£ ŋőřňă őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ ||ȷ||. Ůăśšő ĺśŕőńĳğş¿šś£ ŋőřňż: ||ȷ||_∞ = max_{16i6M} |ȷ^i|;

||ȷ||_1 = M∑ i=1 |ȷ^i|;

||ȷ||_2 = M∑ i=1 |ȷ^i|^2:

Ć ¡šőň śńşůăě " | śłăń£ř, ă ŋěřăćěŋśšćă (90), (92), (93) ĺ śőőšŋőÿěŋĺě (97^′) ğăŕĺśżćă¿šś£ śőőšćěšśšćěŋŋő ć ćĺďě: ||ȷ_{n+1}|| > ";

||ȷ_{n+1}|| < "K ; " K 6 ||ȷ^{n+1}|| 6 ";

¸^∗ = 0; 9¸ = 0; 9^{s+1} √ " ||ȷ_{n+1}||: Ĺğ ćżÿěĺğńőęěŋŋőčő śńěďşěš, ůšő ťőřňşńż Řşŋčě{Łşššă őůěŋĳ ţőřőÿő ŕřĺśŕőśőąńěŋż ďń£ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ś ŕěřěňěŋŋżň ÿăčőň, šăł łăł őŋĺ ŕőğćőń£¿š ńěčłő ňěŋ£šĳ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺ ŕřĺ ¡šőň ŋě šřěąş¿š ŋĺłăłĺţ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ćżůĺśńěŋĺľ ĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. İšĺň őŋĺ ćżčőďŋő őšńĺůă¿šś£ őš ďřşčĺţ ňěšőďőć, šăłĺţ łăł łőŋěůŋő-řăğŋőśšŋżě ňěšőďż (śň. ŕ.4), ć łőšőřżţ ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ šřěąş¿šś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ğăšřăšż.

3.7. Ůěčő ŋě ňőčşš £ćŋżě ňěšőďż Řşŋčě{Łşššă?

Řăśśňőšřĺň śńşůăľ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ y^′ = –y; (112) y(0) = y_0 (113) ś – < 0. Ďń£ ňěšőďă İľńěřă ĺňěěň y_{n+1} = y_n + h–y_n = (1 + –h)y_n: (114) Šőůŋőě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ (112), (113) y(x) = e^{λx}y_0 ňőŋőšőŋŋő şążćăěš, y(x) → 0, śőţřăŋ££ ğŋăł, łőčďă x řăśšěš. Ěśšěśšćěŋŋő šřěąőćăšĳ, ůšőąż ĺ řěÿěŋĺě řăğŋőśšŋőľ ğăďăůĺ (114), (113) šőęě őąńăďăńő šăłĺň śćőľśšćőň. Őůěćĺďŋő, ůšő şśńőćĺěň šăłőčő ŕőćěďěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ £ćń£ěšś£ ćżŕőńŋěŋĺě ŋěřăćěŋśšćă 0 < 1 + –h < 1; ĺńĺ |–| h < 1: (115)

Ďń£ ňěšőďă ćšőřőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ (14) ĺňěěň:

y_{n+1} = y_n + 12(–hy_n + –h(y_n + –hy_n)) = y_n + –hy_n + –^2h^22 y_n = ( 1 + –h + –^2h^2 2 ) y_n: (116)

Ůšőąż řěÿěŋĺě y_n ğăďăůĺ (116), (113) ňőŋőšőŋŋő şążćăńő, ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż

0 < 1 + –h + –^2h^2 2 < 1:

Őšś¿ďă śńěďşěš ŋěřăćěŋśšćő, łőšőřőňş ďőńęŋă şďőćńěšćőř£šĳ ďńĺŋă ÿăčă h: −2 < –h < 0; ĺńĺ |–| h < 2: (117) Šăłőě ęě şśńőćĺě (117) ŋă ćěńĺůĺŋş ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕőńşůăěšś£ ĺ ďń£ ňěšőďă (16).

Őčřăŋĺůěŋĺ£, ăŋăńőčĺůŋżě (115) ĺ (117), ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£, ţőš£ ĺ ś ŋěśłőńĳłő ąőńĳÿěľ łőŋśšăŋšőľ, ĺ ďń£ ňěšőďőć Řşŋčě{Łşššă ąőńěě ćżśőłőčő ŕőř£ďłă (7), łőšőřżě, ŕőďőąŋő (114) ĺ (116), ňőčşš ążšĳ ğăŕĺśăŋż ć ćĺďě y_{n+1} = F_q(–h)y_n; (118) čďě F_q(–h) | ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ q őš –h.

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺňěŋěŋĺě ňěšőďőć šĺŕă Řşŋčě{Łşššă (7) ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ (112), (113) ćőğňőęŋő šőńĳłő ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ şśńőćĺ£ |–| h 6 const: (119) Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ y^′ = Ay; A = (a_{ij}); i; j = 1; : : : ; M; (120) y(0) = y_0; y_0 = (y^i_0); i = 1; : : : ; M: (121) Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺňěŋěŋĺě £ćŋżţ ňěšőďőć šĺŕă Řşŋčě{Łşššă (24) ł (120), (121) ŕřĺćőďĺš ł śőőšŋőÿěŋĺ¿ y_{n+1} = F_q(Ah)y_n; (122) čďě F_q(Ah) | ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ q őš ňăšřĺűż Ah.

Ŕşśšĳ ňăšřĺűă A £ćń£ěšś£ ňăšřĺűěľ ŕřőśšőľ śšřşłšşřż, š.ě. ĺňěěš M ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Ŕşśšĳ –_i, e_i | śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ňăšřĺűż A. Šőčďă őąźěě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ (120), (121) ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě

y(x) = M∑ i=1 C_ie^{λix}e_i: (123)

Ŕřĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż (120), (121) łăęďă£ śőśšăćń£¿źă£ C_ie^{λix}e_i řěÿěŋĺ£ (123), ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋă£ őďŋőňş ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ĺŋšěčřĺřşěšś£ ŋěğăćĺśĺňő őš őśšăńĳŋżţ łőňŕőŋěŋš. Ć śĺńş (122) ĺňěěň

y_{n+1} = F_q(Ah)y_n = M∑ i=1 F_q(Ah)C^i_ne_i = M∑ i=1 F_q(–_ih)C^i_ne_i = M∑ i=1 C^i_{n+1}e_i: (124)

Ťőřňşńż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć C^i_n

C^i_{n+1} = F_q(–_ih)C^i_n (125)

śőćŕăďă¿š ś ťőřňşńăňĺ (118) ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (112) ś – = –_i. Ŕő¡šőňş şśńőćĺě (119) ś – = –_i, i = 1; : : : ; M, ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ šăłęě ĺ ďń£ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ (120). Őďŋăłő ŕřĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ śĺśšěňż ś ąőńĳÿĺňĺ ŕő ňőďşń¿ őšřĺűăšěńĳŋżňĺ śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ |–_j| ≫ 1 šřěąőćăŋĺě ćżŕőńŋěŋĺ£ şśńőćĺ£ (119) £ćń£ěšś£ śńĺÿłőň őąřěňěŋĺšěńĳŋżň, šăł łăł őŋő ćńěůěš ŋěőąţőďĺňőśšĳ ŕřĺňěŋěŋĺ£ őůěŋĳ ňăńőčő ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£

h 6 const|–_j| :

Śşźěśšćěŋŋő, ůšő ňăńżľ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋě ňőęěš ążšĳ şćěńĺůěŋ ďăęě šőčďă, łőčďă ążśšřő ĺğňěŋ£¿źĺěś£ śőśšăćń£¿źĺě C_je^{λjx}e_j

śšăŋşš ŋĺůšőęŋő ňăńżňĺ ĺ řěÿěŋĺě (123) ğăďăůĺ (120), (121) ąşďěš ţăřăłšěřĺğőćăšĳś£ ňěďńěŋŋő ĺğňěŋ£¿źĺňĺś£ łőňŕőŋěŋšăňĺ ś ňăńżňĺ ŕő ňőďşń¿ ŕřőĺğćőďŋżňĺ. Ŕő¡šőňş ĺśŕőńĳğőćăŋĺě £ćŋżţ ňěšőďőć Řşŋčě{Łşššă šřěąşěš őčřőňŋőčő őąžěňă ćżůĺśńěŋĺľ, ůšő ďěńăěš ĺţ ďń£ šăłĺţ ğăďăů ŕřăłšĺůěśłĺ ŋěŕřĺčőďŋżňĺ.

Ďń£ ęěśšłĺţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ţăřăłšěřŋő ŕőńě ŋăŕřăćńěŋĺľ, ĺğőąřăęěŋŋőě ŋă řĺś. 9. Ŋă ŋěň ĺńń¿śšřĺřşěšś£ ŕőćěďěŋĺě £ćŋżţ ňěšőďőć šĺŕă Řşŋčě{Łşššă ŋă ŕřĺňěřě ňěšőďă İľńěřă, łőčďă őŋĺ ŕřĺňěŋ£¿šś£ ł ęěśšłĺň şřăćŋěŋĺ£ň. İšĺ ňěšőďż ďă¿š ąěśŕőř£ďőůŋżě łőńěąăŋĺ£ ś ążśšřő ćőğřăśšă¿źěľ ăňŕńĺšşďőľ, ŋĺůěčő őąźěčő ŋě ĺňě¿źĺě ś šőůŋżň řěÿěŋĺěň ğăďăůĺ. Ďń£ šăłĺţ ğăďăů ŕřĺňěŋ£¿šś£ śŕěűĺăńĳŋő śłőŋśšřşĺřőćăŋŋżě ŋě£ćŋżě ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż, ŋăŕřňěř, ŋě£ćŋżľ ňěšőď İľńěřă

y_{n+1} = y_n + hf(x_{n+1}; y_{n+1}): (126)

Ŕőďśšăćń££ ćňěśšő f(x_{n+1}; y_{n+1}) ŕřăćş¿ ůăśšĳ şřăćŋěŋĺ£ (112), ŕőńşůăěň

y_{n+1} = y_n + h–y_{n+1};

őšś¿ďă y_{n+1} = F(–h)y_n; čďě F(–h) = 11 − –h:

Šăł łăł – < 0, šő 0 < F(–h) < 1. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺňěŋěŋĺě ťőřňşńż (126) őąěśŕěůĺćăěš ňőŋőšőŋŋőě şążćăŋĺě y_n. Šěň śăňżň őąěśŕěůĺćăěšś£ ňőŋőšőŋŋőě şążćăŋĺě ćśěţ śőśšăćń£¿źĺţ

C^i_ne_i

ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ (124) ğăďăůĺ (120), (121), ďń£ łőšőřżţ –_i < 0.

Řĺś. 10 ĺńń¿śšřĺřşěš ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ŋě£ćŋőčő ňěšőďă İľńěřă (126) ďń£ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ęěśšłőčő şřăćŋěŋĺ£.

Řĺś. 9. Ŕőćěďěŋĺě ńőňăŋőľ İľńěřă ďń£ ęěśšłőčő şřăćŋěŋĺ£, łőčďă ŋě śőąń¿ďăěšś£ şśńőćĺě |λ|h < 1

Řĺś. 10. Ŕőćěďěŋĺě ŋě£ćŋőčő ňěšőďă İľńěřă

4. Ďřşčĺě ňěšőďż ůĺśńěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ

Ňěšőďż Řşŋčě{Łşššă śőśšăćń£¿š ćăęŋżľ, ŋő ŋě ěďĺŋśšćěŋŋżľ łńăśś ůĺśńěŋŋżţ ňěšőďőć řěÿěŋĺ£ őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ÿĺřőłőě ŕřăłšĺůěśłőě ŕřĺňěŋěŋĺě ŋăţőď£š šăł ŋăğżćăěňżě ňŋőčőÿăčőćżě, ĺńĺ łőŋěůŋő-řăğŋőśšŋżě, ňěšőďż, ć łőšőřżţ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ řěÿěŋĺ£ ć šěłşźěň şğńě ĺśŕőńĳğş¿šś£ ğŋăůěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ĺ ěčő ŕřőĺğćőďŋőľ ć ŋěśłőńĳłĺţ ŕřěďżďşźĺţ şğńăţ. Ňŋőčőÿăčőćżě ňěšőďż ŕőğćőń£¿š şňěŋĳÿĺšĳ ůĺśńő ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćżţ ůăśšěľ ŋă őďŋőň ÿăčě, ůšő £ćń£ěšś£ śşźěśšćěŋŋżň ďőśšőĺŋśšćőň ¡šĺţ ňěšőďőć, őśőąěŋŋő, ěśńĺ ŕřăćżě ůăśšĺ čřőňőğďłĺě ĺ šřěąş¿š ąőńĳÿőčő ůĺśńă ăřĺťňěšĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ. Őďŋăłő ňŋőčőÿăčőćżě ňěšőďż šřěąş¿š ŕřĺňěŋěŋĺ£ śŕěűĺăńĳŋőľ ŕřőűěďşřż ć ŋăůăńě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ (šăł ŋăğżćăěňőľ ŕřőűěďşřż řăğčőŋă) ĺ ąőńěě šřşďőěňłĺ ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Ł ňŋőčő- ÿăčőćżň ňěšőďăň őšŋőś£šś£ ňěšőďż Ăďăňśă, ňěšőďż Ňĺńŋă, ňěšőďż Xěňňĺŋčă.

Ďřşčĺň ćăęŋżň łńăśśőň ňěšőďőć £ćń£¿šś£ ňěšőďż ¡łśšřăŕőń£űĺĺ. Ć ¡šĺţ ňěšőďăţ ć łăęďőň şğńě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕő £ćŋőľ ťőřňşńě ŋěćżśőłőčő ŕőř£ďłă ćżůĺśń£¿šś£ ŋěśłőńĳłő ŕřĺąńĺęěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ řěÿěŋĺ£ ś řăğńĺůŋżňĺ ÿăčăňĺ. Ŋă őśŋőćě ŕőńşůěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ś ŕőňőźĳ¿ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ ĺńĺ ďřőąŋő-řăűĺőŋăńĳŋőľ ¡łśšřăŕőń£űĺĺ śšřőĺšś£ ąőńěě šőůŋőě ğŋăůěŋĺě řěÿěŋĺ£. Ňěšőďż ¡łśšřăŕőń£űĺĺ őůěŋĳ ¡ťťěłšĺćŋż, ěśńĺ šřěąşěšś£ ćżśőłă£ šőůŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£. Ŕřĺňěřőň ňěšőďă ¡łśšřăŕőń£űĺĺ śńşęĺš ňěšőď Čř¡ččă-Ąşńĺřÿă-Ÿšěřă.

Ĺňě¿šś£ ĺ ďřşčĺě ňěšőďż.

Őďŋăłő, ćśě ¡šĺ ňěšőďż ŋě ŕřěďŋăğŋăůěŋż ďń£ řěÿěŋĺ£ ęěśšłĺţ ğăďăů. Ďń£ řěÿěŋĺ£ šăłĺţ ğăďăů šăłęě śşźěśšćş¿š řăğńĺůŋżě ňěšőďż. Ł ŋĺň őšŋőś£šś£ ŋăĺąőńěě ŕőŕşń£řŋżľ ňěšőď Čĺřă, ŋě£ćŋżě ňěšőďż Řşŋčě{Łşššă, ňěšőďż Řőğěŋąřőłă ĺ ďřşčĺě. İšĺ ňěšőďż ąőńěě šřşďőěňłĺ ĺ őŕĺřă¿šś£ ŋă ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ňăšřĺűż §łőąĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ ĺśţőďŋőľ śĺśšěňż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ŕřăłšĺłě řăąőšż ś ŋěłőšőřżňĺ ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ňěšőďőć ąşďşš ŕőść£źěŋż śŕěűĺăńĳŋżě ğăďăŋĺ£.

5. İšăŕż ćżŕőńŋěŋĺ£ ğăďăŋĺ£

Őŕĺřă£śĳ ŋă řăśśňőšřěŋŋżě ć ŕřěďżďşźĺţ řăğďěńăţ šěőřěšĺůěśłĺě ĺ ŕřăłšĺůěśłĺě ăśŕěłšż ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ őďŋőÿăčőćżňĺ ňěšőďăňĺ, ğăľňěňś£ ĺğńőęěŋĺěň šőčő, ć ůěň ęě ğăłń¿ůăěšś£ śőďěřęăŋĺě ŕřěďńăčăěňőčő śšşďěŋšăň ďń£ ćżŕőńŋěŋĺ£ ŋă İĆŇ ğăďăŋĺ£.

Łăęďőňş śšşďěŋšş ŕřěďńăčăěšś£ řěÿĺšĳ łőŋłřěšŋş¿ ğăďăůş Łőÿĺ, őŕřěďěń£ěňş¿ őďŋĺň ĺğ ćăřĺăŋšőć, ŕěřěůěŋĳ łőšőřżţ ŕřĺćőďĺšś£ ć ŕ. 8.2. Ďń£ řěÿěŋĺ£ ŕőśšăćńěŋŋőľ ğăďăůĺ šřěąşěšś£ ćżŕőńŋĺšĳ őďŋő ĺğ ďćşţ ğăďăŋĺľ Ă ĺńĺ Ą. Ŋăůŋěň ś ĺğńőęěŋĺ£ ğăďăŋĺ£ Ă.

Ğăďăŋĺě A śőśšőĺš ć ćżůĺśńěŋĺĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ďăŋŋőľ ğăďăůĺ Łőÿĺ ňěšőďőň Řşŋčě{Łşššă ś ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĳ¿, ĺśŕőńĳğş£ ăćšőňăšĺůěśłĺľ ćżąőř ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺ řăğńĺůŋżě śŕőśőąż őűěŋłĺ šőůŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£. Őŋő řăśŕăďăěšś£ ŋă śńěďş¿źĺě ¡šăŕż.

1. Ćżůĺśńěŋĺě řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ Łőÿĺ ŕő ğăďăŋŋőľ ťőřňşńě Řşŋčě{Łşššă ś ăćšőňăšĺůěśłĺň ćżąőřőň ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺ őűěŋłőľ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ȷ_n ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě (66). Řěÿěŋĺě ćżůĺśń£ěšś£ ć şğńăţ ŋěłőšőřőľ, ćőőąźě čőćőř£, ŋěřăćŋőňěřŋőľ śěšłĺ şğńőć, łőšőřă£ ğăřăŋěě ŋě ğăďăěšś£, ă cšřőĺšś£ ăćšőňăšĺůěśłĺ ć ŕřőűěśśě ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Şğńăňĺ šăłőľ śěšłĺ śńşęăš šě šőůłĺ x_n őšřěğłă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ć łőšőřżţ ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕřăłšĺůěśłĺľ łřĺšěřĺľ (91) ďőśšĺęěŋĺ£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ. Ć łăęďőň şğńě, łřőňě šőčő, ćżůĺśń£ěšś£ šőůŋőě řěÿěŋĺě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£, ŕěůăšă¿šś£ ŕőńşůěŋŋżě řěğşńĳšăšż ĺ ŕřőćěř£ěšś£, ŋě ŕřěćőśţőďĺš ńĺ ŕőńŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ğăďăŋŋőľ ćěńĺůĺŋż (ďőŕşśšĺňőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ). Ŕőśńě ćżůĺśńěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ć łőŋűě ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋěőąţőďĺňő őąřăąőšăšĳ ĺ řăśŕěůăšăšĳ ŋăłőŕńěŋŋş¿ ć ŕřőűěśśě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ śšăšĺśšĺůěśłş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ őą ĺśŕőńĳğşěňőň ăńčőřĺšňě, ă ĺňěŋŋő: łőńĺůěśšćő ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£, łőńĺůěśšćő ćżŕőńŋěŋŋżţ ÿăčőć, śřěďŋĺľ ÿăč, ůĺśńő ÿăčőć, ŋă łőšőřżţ ŕőńŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ŕřěćőśţőďĺš ğăďăŋŋş¿ (ţőš£ ĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕřăłšĺůěśłĺľ łřĺšěřĺľ ďőśšĺęěŋĺ£ šőůŋőśšĺ) ĺ š.ŕ. (śň. ŕőďŕřőčřăňňş őąřăąőšłĺ řěğşńĳšăšőć ĺ ŕřőűěďşřş ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋă őšřěğłě c ăćšőňăšĺůěśłĺň ćżąőřőň ÿăčă ć řăğďěńě 6).

2. Ćšőřőľ ¡šăŕ ŕőńŋőśšĳ¿ śőćŕăďăěš ś ŕěřćżň ¡šăŕőň ś šőľ ńĺÿĳ řăğŋĺűěľ, ůšő őűěŋłă ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă őŕřěďěń£ěšś£ ŋě ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě, ă ś ŕőňőźĳ¿ łőňąĺŋăűĺĺ ďćşţ ŋěğăćĺśĺňżţ ťőřňşń (68) ĺ (69) řăğŋőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ.

3. Šřěšĺľ ¡šăŕ ŕőńŋőśšĳ¿ śőćŕăďăěš ś ŕěřćżňĺ ďćşň£ ś šőľ ńĺÿĳ řăğŋĺűěľ, ůšő őűěŋłă ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ĺ śăňő řěÿěŋĺě ćżůĺśń£¿šś£ ś ŕőňőźĳ¿ ťőřňşńż ś łőŋšřőńĳŋżň ůńěŋőň (73), (73^′).

4. Ŋă ůěšćěřšőň ¡šăŕě ğăďăůă Łőÿĺ řěÿăěšś£ ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, łőšőřżľ řăćěŋ śřěďŋěňş ăřĺťňěšĺůěśłőňş ğŋăůěŋĺ¿ ÿăčőć, ŕőńşůěŋŋőňş ŕőśńě ŕěřćőčő ¡šăŕă. Šăłĺň őąřăğőň, ŋă ďăŋŋőň ¡šăŕě řěÿěŋĺě ćżůĺśń£ěšś£ ŋă řăćŋőňěřŋőľ śěšłě şğńőć, ÿăč łőšőřőľ řăćěŋ ÿăčş ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Ŕőśńě łăęďőčő ÿăčă őŕřěďěń£¿šś£ šőůŋőě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£, ŕőńŋă£ (ĺśšĺŋŋă£) ŕőčřěÿŋőśšĳ, őűěŋłă čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě (53) ĺ ŕřőćěř£ěšś£, ďőśšĺčăěšś£ ńĺ ć łăęďőň şğńě šřěąşěňă£ šőůŋőśšĳ; ćěďěšś£ šăłęě ŕőďśůěš ůĺśńă šőůěł, ć łőšőřżţ ğăďăŋŋă£ šőůŋőśšĳ ŋě ďőśšĺčăěšś£. Ŕőśńě őłőŋůăŋĺ£ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋăłőŕńěŋŋă£ śšăšĺśšĺůěśłă£ ĺŋťőřňăűĺ£ řăśŕěůăšżćăěšś£ ć šőň ęě ćĺďě, łăł ĺ ŕřĺ ăćšőňăšĺůěśłőň ćżąőřě ÿăčă (śň. ŕőďŕřőčřăňňş őąřăąőšłĺ řěğşńĳšăšőć ĺ ŕřőűěďşřş ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋă őšřěğłě ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň ć řăğďěńě 6).

Ćăřĺăŋšż ňěšőďőć ďń£ ğăďăŋĺ£ Ă ŕřěďśšăćńěŋż ć ŕ. 8.3.

5. Ŋă ŕ£šőň ¡šăŕě ğăďăůă Łőÿĺ řěÿăěšś£ ŕő łăłőľ-ŋĺąşďĳ őďŋőľ ĺğ ąĺąńĺőšěůŋżţ ŕőďŕřőčřăňň, ĺňě¿źĺţś£ ć ÿšăšŋőň ŕřőčřăňňŋőň őąěśŕěůěŋĺĺ ĺśŕőńĳğşěňőľ İĆŇ.

6. Śšřő£šś£ čřăťĺłĺ šőůŋőčő řěÿěŋĺ£, ŕőńŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ĺ śőśšăćń£ěšś£ őšůěš ŕő ğăďăŋĺ¿. Ő šőň, łăłĺň ďőńęŋő ążšĳ śőďěřęăŋĺě őšůěšă, čőćőřĺšś£ ć řăğďěńě 7.

Ŕěřěľďěň ł ĺğńőęěŋĺ¿ ğăďăŋĺ£ Ą.

Ğăďăŋĺě Ą śőśšőĺš ć ćżůĺśńěŋĺĺ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ Łőÿĺ ňěšőďőň Řşŋčě{Łşššă ś ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĳ¿, ĺśŕőńĳğş£ řăğńĺůŋżě śŕőśőąż ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺ őďĺŋ ĺğ śŕőśőąőć őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă. Ğăďăŋĺě Ą řăśŕăďăěšś£ ŋă śńěďş¿źĺě ¡šăŕż.

1. Ćżůĺśńěŋĺě řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ Łőÿĺ ŕő ğăďăŋŋőľ ťőřňşńě Řşŋčě{Łşššă ś ăćšőňăšĺůěśłĺň ćżąőřőň ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ şďćőěŋĺ£ ĺ ďěńěŋĺ£ ÿăčă ŕőŕőńăň ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ćěńĺůĺŋż ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă. Ńőłăńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ňěšőďă őűěŋĺćăěšś£ ŕřĺ ¡šőň ńĺąő ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě, ńĺąő ś ŕőňőźĳ¿ łőŋšřőńĳŋőčő ůńěŋă. Ć őśšăńĳŋőň ŕěřćżľ ¡šăŕ ŕőńŋőśšĳ¿ ăŋăńőčĺůěŋ ŕěřćőňş ¡šăŕş ďń£ ğăďăŋĺ£ Ă.

2. Ćšőřőľ ¡šăŕ ŕőńŋőśšĳ¿ śőćŕăďăěš ś ŕěřćżň ¡šăŕőň ś šőľ ńĺÿĳ řăğŋĺűěľ, ůšő ăćšőňăšĺůěśłĺľ ćżąőř ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ćěďěšś£ ŋě ś ŕőňőźĳ¿ şďćőěŋĺ£ ĺ ďěńěŋĺ£ ÿăčă ŕőŕőńăň, ă ś ŕőňőźĳ¿ ćżąőřă őŕšĺňăńĳŋőčő ěčő ğŋăůěŋĺ£ ŕő ťőřňşńăň (95^′) ĺ (97^′), š.ě. ňăłśĺňăńĳŋőčő ďń£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ řăğňěřă ÿăčă.

3. Ŋă šřěšĳěň ¡šăŕě ğăďăůă Łőÿĺ řěÿăěšś£ c ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň, łőšőřżľ řăćěŋ ňăłśĺňăńĳŋőňş śřěďŋěňş ăřĺťňěšĺůěśłőňş ÿăčőć, śďěńăŋŋżţ ŋă ŕěřćőň ĺ ćšőřőň ¡šăŕăţ. Ć őśšăńĳŋőň šřěšĺľ ¡šăŕ ŕőńŋőśšĳ¿ ăŋăńőčĺůěŋ śőőšćěšśšćş¿źěňş ¡šăŕş ďń£ ğăďăŋĺ£ Ă.

Ďăńĳŋěľÿĺě ¡šăŕż ćżŕőńŋěŋĺ£ ğăďăŋĺ£ šăłĺě ęě, łăł ¡šăŕż 5 ĺ 6 ďń£ ğăďăŋĺ£ Ă. Ćăřĺăŋšż ňěšőďőć ďń£ ğăďăŋĺ£ Ą ŕřěďśšăćńěŋż ć ŕ. 8.4.

6. Śšřşłšşřă ŕřőčřăňňż ĺ ůĺśńěŋŋżě řěğşńĳšăšż

Ďń£ ćżŕőńŋěŋĺ£ ğăďăŋĺ£ šřěąşěšś£ śőśšăćĺšĳ ŕřőčřăňňş ĺ ŕřőćěśšĺ ŕő ŋěľ ŋěőąţőďĺňżě řăśůěšż. Ŕřĺ śőśšăćńěŋĺĺ ŕřőčřăňňż śńěďşěš ŕřĺďěřęĺćăšĳś£ ŕřěďńăčăěňőľ ňőďşńĳŋőľ śšřşłšşřż ĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŋĺęě őŕĺśżćăěňżě ŕřőűěďşřż.

1). Ŕřőűěďşřă ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřăćőľ ůăśšĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£. Ŕřőűě-

ďşřă ćżůĺśń£ěš ŕřăćş¿ ůăśšĳ z = f(x; y) ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1) ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ďőŕşśšĺňżţ ğŋăůěŋĺ£ţ x ĺ y ĺ ćěďěš ŕőďśůěš ůĺśńă ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ. Ŕřőűěďşřă ňőęěš ążšĳ őťőřňńěŋă łăł ŕőďŕřőčřăňňă ś ŕěřćżň őŕěřăšőřőň

SUBROUTINE F(X; Y; Z)

ĺńĺ ŕőďŕřőčřăňňă-ťşŋłűĺ£ ś ŕěřćżň őŕěřăšőřőň

FUNCTION F(X; Y)

Ŕőďśůěš ůĺśńă ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ ňőęěš ążšĳ őřčăŋĺğőćăŋ ŕřĺąăćńěŋĺěň ěďĺŋĺűż ł ŕěřěňěŋŋőľ NDER ĺğ őąźěčő ąńőłă

COMMON = : : :=NDER

łőšőřőě ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕřĺ łăęďőň őąřăźěŋĺĺ ł ŕřőűěďşřě F. Ŕěřěď ŋăůăńőň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋőľ NDER ć čőńőćŋőľ ŕřőčřăňňě ďőńęŋő ążšĳ ŕřĺśćőěŋő ŋşńěćőě ğŋăůěŋĺě.

Ğăňěůăŋĺě. Ŕřĺćőďĺňżě ğďěśĳ ĺ ďăńěě ĺňěŋă ŕőďŕřőčřăňň ĺ ŕőďŕřőčřăňň-ťşŋłűĺľ ŋőś£š şśńőćŋżľ ţăřăłšěř ĺ ňőčşš ążšĳ ĺğňěŋěŋż.

2). Ŕřőűěďşřă ćżŕőńŋěŋĺ£ őďŋőčő ÿăčă ůĺśńěŋŋőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Ŕřőűěďşřă

ćżŕőńŋ£ěš ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ (x; y) ć őąńăśšĺ őŕřěďěńěŋĺ£ ŕřăćőľ ůăśšĺ f(x; y) őďĺŋ ÿăč h ŕő ťőřňşńě Řşŋčě{Łşššă (7) ĺ ćżůĺśń£ěš řěÿěŋĺě ć šőůłě x + h. Śőďěřęĺš őąřăźěŋĺě ł ŕřőűěďşřě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřăćőľ ůăśšĺ. Ć ğăďăŋĺĺ Ă ĺśŕőńĳğş¿šś£ šřĺ ťőřňşńż Řşŋčě{Łşššă;

ďćě ĺğ ¡šĺţ ťőřňşń | ąěğ łőŋšřőńĳŋőčő ůńěŋă, ă šřěšĳ£ | ś łőŋšřőńĳŋżň ůńěŋőň. Ŕő¡šőňş ğďěśĳ ŋěőąţőďĺňő śőśšăćĺšĳ ďćě šăłĺě ŕřőűěďşřż, ćżŕőńŋ£¿źĺě őďĺŋ ÿăč ŕő ŕěřćőľ ĺ ćšőřőľ ťőřňşńăň. Ć ğăďăŋĺĺ Ą śőśšăćń£ěšś£ őďŋă šăłă£ ŕřőűěďşřă, ěśńĺ ĺśŕőńĳğşěšś£ ťőřňşńă ąěğ łőŋšřőńĳŋőčő ůńěŋă.

Ŕřőűěďşřă ňőęěš ążšĳ őťőřňńěŋă łăł ŕőďŕřőčřăňňă ś ŕěřćżň őŕěřăšőřőň

SUBROUTINE RKS(F; X; Y; H)

Ŋă ćżţőďě ĺğ ŕőďŕřőčřăňňż ğŋăůěŋĺě ŕěřěňěŋŋőľ Y ŕőńăčăěšś£ řăćŋżň ğŋăůěŋĺ¿ řěÿěŋĺ£, ćżůĺśńěŋŋőňş ć šőůłě x + h. Ŕěřěňěŋŋżě X ĺ Ŋ őśšă¿šś£ ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£. İšă ŕřőűěďşřă ňőęěš ążšĳ őťőřňńěŋă ĺ łăł ŕőďŕřőčřăňňă-ťşŋłűĺ£ ś ŕěřćżň őŕěřăšőřőň

FUNCTION RKS(F; X; Y; H)

ŕřĺůěň ŋă ćżţőďě ĺğ ŕőďŕřőčřăňňż-ťşŋłűĺĺ ğŋăůěŋĺ£ ćśěţ ŕěřěňěŋŋżţ őśšă¿šś£ ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£.

3). Ŕřőűěďşřă ćżŕőńŋěŋĺ£ őďŋőčő ÿăčă ś őűěŋłőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ. Ŕřőűěďşřă ćż-

ŕőńŋ£ěš šő ęě, ůšő ĺ ŕřőűěďşřă RKS, ĺ ŕřĺ ¡šőň ćżůĺśń£ěš őűěŋłş ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ȷ ňěšőďă ŋă ÿăčě őďŋĺň ĺğ šřěţ śŕőśőąőć:

- ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě (65) ĺńĺ (66);

- c ŕőňőźĳ¿ śőőšŋőÿěŋĺ£ (71), ŕőńşůăěňőčő ŕřĺňěŋěŋĺěň ďćşţ ťőřňşń (68), (69);

- ŕő łőŋšřőńĳŋőňş ůńěŋş (73), (73^′).

Ć ğăďăŋĺĺ Ă ĺśŕőńĳğş¿šś£ šřĺ śŕőśőąă őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă. Ć ¡šőň śńşůăě ŋěőąţőďĺňő śőśšăćĺšĳ šřĺ ŕřőűěďşřż RŁSE1, RŁSE2, RŁSE3, ćżŕőńŋ£¿źĺě őďĺŋ ÿăč ĺ ćżůĺśń£¿źĺě őűěŋłş ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕő łăęďőňş ĺğ şłăğăŋŋżţ śŕőśőąőć. Ŕřĺ ¡šőň ŕřőűěďşřă RŁSE1 śőďěřęĺš ćżğőć ŕřőűěďşřż RŁS1, ă ŕřőűěďşřă RŁSE2 | ćżğőćż ŕřőűěďşř RŁS1 ĺ RŁS2.

Ŕřőűěďşřă őťőřňń£ěšś£ łăł ŕőďŕřőčřăňňă ś ŕěřćżň őŕěřăšőřőň

SUBROUTINE RKSE(F; X; Y; H; E)

Ŋă ćżţőďě ĺğ ŕőďŕřőčřăňňż ğŋăůěŋĺě ŕěřěňěŋŋőľ Y ŕőńăčăěšś£ řăćŋżň ğŋăůěŋĺ¿ řěÿěŋĺ£, ćżůĺśńěŋŋőňş ŕő ťőřňşńě Řşŋčě{Łşššă ć šőůłě x + h, ă ŕěřěňěŋŋőľ Ě ŕřĺśćăěćăěšś£ őűěŋłă ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŋă ďăŋŋőň ÿăčě h. Ŕăřăňěšřż X ĺ H őśšă¿šś£ ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£.

4). Ŕőďŕřőčřăňňă őąřăąőšłĺ řěğşńĳšăšőć. Ć ¡šőľ ŕőďŕřőčřăňňě ŋşęŋő ŕřěďşśňő-

šřěšĳ ćżůĺśńěŋĺě šőůŋőčő řěÿěŋĺ£ y(x) ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1), (2) ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň ďőŕşśšĺňőň ğŋăůěŋĺĺ ăřčşňěŋšă x, ćżůĺśńěŋĺě ŕőńŋőľ (ĺśšĺŋŋőľ) ŕőčřěÿŋőśšĺ R_n = y(x_n)−y_n ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ y_n, ŕőńşůěŋŋőčő ŕő ťőřňşńě Řşŋčě{Łşššă, ŕőďśůěš őąźěčő łőńĺůěśšćă N ćżŕőńŋěŋŋżţ ÿăčőć, ůĺśńă NF \ŋěşďăůŋżţ" ÿăčőć h^∗_n, š.ě. šěţ, ďń£ łőšőřżţ ŕőńŋă£ (ĺśšĺŋŋă£) ŕőčřěÿŋőśšĳ ŕřěćőśţőďĺš ğăďăŋŋş¿ ", ĺ ĺţ śşňňăřŋőľ ďńĺŋż XF = ∑ n h^∗_n, ŕěůăšĳ šěłşźěľ

śšřőłĺ šăąńĺűż řěğşńĳšăšőć ć śńěďş¿źěň ćĺďě:

ŕřĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ ś ăćšőňăšĺůěśłĺň ćżąőřőň ÿăčă |

x_n y_n y(x_n) R_n = y(x_n) − y_n h = x_n − x_{n−1}

ŕřĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň |

x_n y_n y(x_n) R_n = y(x_n) − y_n —R_n

Ğďěśĳ —R_n { őűěŋłă čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě. Ďń£ řăśŕěůăšłĺ šăąńĺű ŕőďŕřőčřăňňă ďőńęŋă řăśŕőńăčăšĳ ğŋăůěŋĺ£ňĺ šěłşźěčő şğńă ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ x = x_n, ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ y_n ć ŋěň, ŕřěďżďşźěčő şğńă xp = x_{n−1}, őűěŋłőľ —R_n čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ řěÿěŋĺ£ y_n, ŕőńşůěŋŋőľ ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě (53) ďń£ ŕőśšő£ŋŋőčő ÿăčă, ă šăłęě ğŋăůěŋĺ£ňĺ ŕěřěňěŋŋżţ N, NF ĺ XF ďń£ ţřăŋěŋĺ£, śőőšćěšśšćěŋŋő, őąźěčő łőńĺůěśšćă ÿăčőć, ůĺśńă \ŋěşďăůŋżţ" ÿăčőć ĺ ĺţ śşňňăřŋőľ ďńĺŋż. Ŕěřěďăůă ¡šĺţ ğŋăůěŋĺľ ć ŕőďŕřőčřăňňş ňőęěš ążšĳ őřčăŋĺğőćăŋă ůěřěğ őąźĺľ ąńőł, łőšőřżľ őŕĺśżćăěšś£ ć ďăŋŋőľ ŕőďŕřőčřăňňě ĺ ćżğżćă¿źĺţ ěě ŕőďŕřőčřăňňăţ:

COMMON = : : :=X; Y; ŢŘ; N; NF; XF; EPS; R

Ěśńĺ ŕőńŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ćżůĺśńěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ y_n ŕřěćőśţőďĺš ğăďăŋŋş¿ ćěńĺůĺŋş ", š.ě.

|R_n| = |y(x_n) − y_n| > ";

šő ŕřőĺğćőďĺšś£ ĺğňěŋěŋĺě ğŋăůěŋĺľ ŕěřěňěŋŋżţ NF ĺ XF:

NF = NF + 1; XF = XF + (X − XP):

Ěśńĺ |y(x_n) − y_n| < ", šő ŕěřěňěŋŋżě NF ĺ XF ŋě ĺğňěŋ£¿šś£. Ŕěřěňěŋŋă£ N şćěńĺůĺćăěšś£ ŕřĺ łăęďőň ćţőďě ć ŕőďŕřőčřăňňş őąřăąőšłĺ řěğşńĳšăšőć. Ŕěřěď ŋăůăńőň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ć čőńőćŋőľ ŕřőčřăňňě ŕěřěňěŋŋżň N, NF ĺ XF ŕřĺśćăĺćăěšś£ ŋşńěćőě ğŋăůěŋĺě.

5). Ŕřőűěďşřă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋă őšřěğłě ś ăćšőňăšĺůěśłĺň ćżąőřőň ÿăčă. Ŕřő-

űěďşřă őřčăŋĺğşěš ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1) ňěšőďőň Řşŋčě-Łşššă ŋă őšřěğłě [x_0; x_0 + Ţ] ĺ ćżţőď ć łőŋěű ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, š.ě. ćżůĺśńěŋĺě řěÿěŋĺ£ łăł ćő ćŋşšřěŋŋĺţ şğńăţ, šăł ĺ ć łőŋűě x_K = x_0 + X ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Śőďěřęĺš őąřăźěŋĺě ł ŕřőűěďşřě RKSE ćżŕőńŋěŋĺ£ őďŋőčő ÿăčă ĺğ šőůłĺ (x_n; y_n) ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŋőćőčő ğŋăůěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ć šőůłě x_{n+1} = x_n + h ĺ őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŋă ÿăčě h. Ďń£ ğăďăŋĺ£ Ă ŋěőąţőďĺňő šřěţłřăšŋőě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ (1), (2) ś řăğŋżňĺ śŕőśőąăňĺ őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ. Ŕő¡šőňş ć ¡šőň śńşůăě űěńěśőőąřăğŋő ĺňěšĳ ć ŕřőűěďşřě šřĺ őąřăźěŋĺ£ ł ŕőďŕřőčřăňňăň RKSE1, RKSE2, RKSE3 ĺ ŕřěďşśňőšřěšĳ ŕěřěłń¿ůěŋĺě ŋă ćżğőć ŋşęŋőľ ĺğ ŋĺţ ŕřĺ łăęďőň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ şřăćŋěŋĺ£. Ŕřőűěďşřă řěăńĺğşěš őďĺŋ ĺğ ăńčőřĺšňőć ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£: (I) şďćőěŋĺě ĺ ďěńěŋĺě ÿăčă ŕőŕőńăň ĺńĺ (II) ćżąőř ňăłśĺňăńĳŋőľ ďń£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ ďńĺŋż ÿăčă ś ŕőňőźĳ¿ śőőšŋőÿěŋĺľ (95’), (97’).

Ć ğăďăŋĺĺ Ą ğăďăůă (1), (2) řěÿăěšś£ ďćăęďż c řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă, ŕřĺ ¡šőň őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ ćżůĺśń£ěšś£ šőńĳłő őďŋĺň łăłĺň-šő śŕőśőąőň. Ŕő- ¡šőňş ďń£ ğăďăŋĺ£ Ą ć ďăŋŋőľ ŕřőűěďşřě űěńěśőőąřăğŋő ĺňěšĳ ďćă ăńčőřĺšňă ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă ĺ ŕřěďşśňőšřěšĳ ćżąőř ŋşęŋőčő ĺğ ŋĺţ ŕřĺ łăęďőň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£.

Ŕőśńě ćżŕőńŋěŋĺ£ łřĺšěřĺ£ (91) ďőśšĺęěŋĺ£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ ŕřőĺğćőďĺšś£ őąřăźěŋĺě ł ŕőďŕřőčřăňňě őąřăąőšłĺ řěğşńĳšăšőć.

Ŕřőűěďşřă őťőřňń£ěšś£ ć ćĺďě ŕőďŕřőčřăňňż ś ŕěřćżň őŕěřăšőřőň

SUBROUTINE RKAI(F; X0; Y0; XK; H0; EPS; : : :)

Ć řěğşńĳšăšě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż RKAI ďń£ ğăďăŋĺ£ Ă ąşďşš řăśŕěůăšăŋż (ś ŕőňőźĳ¿ ŕőďŕřőčřăňňż őąřăąőšłĺ řěğşńĳšăšőć) šřĺ šăąńĺűż ďń£ ŕřĺąńĺęěŋŋżţ řěÿěŋĺľ ğăďăůĺ (1), (2), ŕőńşůěŋŋżţ c ăćšőňăšĺůěśłĺň ćżąőřőň ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ćżÿě šřěţ śŕőśőąőć őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ. Ąşďşš šăłęě ŕőďśůĺšăŋż ůĺśńő NDER ćżůĺśńěŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (ś ŕőňőźĳ¿ ŕőďŕřőčřăňňż F), őąźěě łőńĺůěśšćő ćżŕőńŋěŋŋżţ ÿăčőć N, ůĺśńő NF ÿăčőć h^∗_n, ŋă łőšőřżţ ŋě ďőśšĺčăěšś£ ğăďăŋŋă£ šőůŋőśšĳ (ţőš£ ĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕřăłšĺůěśłĺľ łřĺšěřĺľ ďőśšĺęěŋĺ£ šőůŋőśšĺ), śşňňăřŋă£ ďńĺŋă šăłĺţ ÿăčőć XF = ∑ n h^∗_n.

Ŕőśńě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż RKAI ďőńęŋż ążšĳ őŕřěďěńěŋż śńěďş¿źĺě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ćżůĺśńĺšěńĳŋőčő ăńčőřĺšňă:

- śřěďŋĺľ ÿăč —h = X N , - őšŋőśĺšěńĳŋőě ůĺśńő ŋěşďăůŋżţ ÿăčőć NF N ,

- őšŋőśĺšěńĳŋă£ śşňňăřŋă£ ďńĺŋă ŋěşďăůŋżţ ÿăčőć XF X = ∑ n h^∗_n X . İšĺ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ, ŕőńşůěŋŋżě ďń£ šřěţ śŕőśőąőć őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, śńěďşěš řăśŕěůăšăšĳ ć śńěďş¿źěň ćĺďě:

NDER_1 N_1 —h_1 NF_1

NF_1 N_1

XF_1 X NDER_2 N_2 —h_2 NF_2

NF_2 N_2

XF_2 X NDER_3 N_3 —h_3 NF_3

NF_3 N_3

XF_3 X Ďń£ ğăďăŋĺ£ Ą ć řěğşńĳšăšě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż RKAI ąşďşš řăśŕěůăšăŋż (ś ŕőňőźĳ¿ ŕőďŕřőčřăňňż őąřăąőšłĺ řěğşńĳšăšőć) ďćě šăąńĺűż ďń£ ŕřĺąńĺęěŋŋżţ řěÿěŋĺľ ğăďăůĺ (1), (2), ŕőńşůěŋŋżţ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň şłăğăŋŋżţ ćżÿě ďćşţ śŕőśőąőć ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺ őďŋőčő ĺğ šřěţ śŕőśőąőć őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ. Őśšăńĳŋżě ŕőłăğăšěńĺ, ţăřăłšěřĺğş¿źĺě šőůŋőśšĳ ĺ ążśšřőďěľśšćĺě ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ăńčőřĺšňőć, łăł ĺ ďń£ ğăďăŋĺ£ Ă, ďőńęŋż ążšĳ řăśŕěůăšăŋż ć śńěďş¿źěň ćĺďě:

NDER_1 N_1 —h_1 NF_1 NF^1 N_1

XF_1 X NDER_2 N_2 —h_2 NF_2

NF_2 N_2

XF_2 X Śńěďşěš őąřăšĺšĳ ćŋĺňăŋĺě ŋă őŕřěďěńěŋĺě śřěďŋěčő ğŋăůěŋĺ£ ÿăčă —h, łőčďă őűěŋłă ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ćěďěšś£ ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě (66) ĺ ć łăůěśšćě ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ŕřĺŋĺňăěšś£ ğŋăůěŋĺě —y , ŕőńşůěŋŋőě ĺśţőď£ ĺğ řěÿěŋĺ£ ć ŕřěďżďşźěň şğńě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋě ğă őďĺŋ ÿăč h, ă ğă ďćă ŕőńőćĺŋŋżţ ÿăčă h 2 : śŋăůăńă őš x_{n−1} ďő šőůłĺ x_{n−1} + h 2 , ğăšěň őš

x_{n−1} + h2 ďő šőůłĺ x_{n−1} + h (śň. ŕ. 3.5.2.1). Ŕřĺ ¡šőň őąřăźěŋĺě ł ŕőďŕřőčřăňňě őąřăąőšłĺ řěğşńĳšăšőć ŕřőĺśţőďĺš šőńĳłő ŕőśńě ćżůĺśńěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ć şğńě x_{n−1} + h ĺ śůěšůĺł ůĺśńă ÿăčőć şćěńĺůĺćăěšś£ ŋă ěďĺŋĺűş. Ŕő¡šőňş ŕřĺ őŕřěďěńěŋĺĺ śřěďŋěčő ğŋăůěŋĺ£ ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋăďő ŕőńĳğőćăšĳś£ ťőřňşńőľ —h = X 2N . 6). Ŕřőűěďşřă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋă őšřěğłě ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň. Ŕřőűěďşřă őř-

čăŋĺğşěš ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (1) ňěšőďőň Řşŋčě{Łşššă ŋă őšřěğłě [x_0; x_0 +X] ĺ ćżţőď ć łőŋěű ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, š.ě. ćżůĺśńěŋĺě řěÿěŋĺ£ łăł ćő ćŋşšřěŋŋĺţ şğńăţ, šăł ĺ ć łőŋűě x_K = x_0 +X ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőďĺšś£ ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň, łőšőřżľ őŕřěďěń£ěšś£ ŕő řěğşńĳšăšăň ŕřőśůěšőć ś ăćšőňăšĺůěśłĺň ćżąőřőň ÿăčă. Ďń£ ğăďăŋĺ£ A ŕőśšő£ŋŋżľ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕőńăčăěšś£ řăćŋżň h = —h_1, ďń£ ğăďăŋĺ£ Ą | h = max(—h_1; —h_2). Śőďěřęĺš őąřăźěŋĺě ł ŕřőűěďşřě RKS ćżŕőńŋěŋĺ£ őďŋőčő ÿăčă ĺğ šőůłĺ (x_n; y_n) ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŋőćőčő ğŋăůěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ć šőůłě x_{n+1} = x_n + h ĺ ŕřőĺğćőďĺš őűěŋłş čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě (53). Ŕőśńě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ć šőůłě x_{n+1} ĺ őűěŋłĺ čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřőĺśţőďĺš őąřăźěŋĺě ł ŕőďŕřőčřăňňě őąřăąőšłĺ řěğşńĳšăšőć.

Ŕřőűěďşřă őťőřňń£ěšś£ ć ćĺďě ŕőďŕřőčřăňňż ś ŕěřćżň őŕěřăšőřőň

SUBROUTINE RKCI(F; Ţ0; Y0; XŁ; H)

Ć řěğşńĳšăšě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż RŁŚI ąşďěš řăśŕěůăšăŋă (ś ŕőňőźĳ¿ ŕőďŕřőčřăňňż őąřăąőšłĺ řěğşńĳšăšőć) šăąńĺűă ďń£ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ, ŕőńşůěŋŋőčő ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£. Łăł ĺ ďń£ ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă ąşďşš ŕőďśůĺšăŋż őąźěě łőńĺůěśšćő N ÿăčőć, ůĺśńő NF ÿăčőć, ŋă łőšőřżţ ŋě ďőśšĺčăěšś£ ğăďăŋŋă£ šőůŋőśšĳ, ĺ śşňňăřŋă£ ďńĺŋă ¡šĺţ ÿăčőć XF = NF × h. Ŕőśńě őłőŋůăŋĺ£ řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż ¡šĺ ćěńĺůĺŋż ďőńęŋż ążšĳ řăśŕěůăšăŋż ć šăłőň ęě ćĺďě, łăł ĺ ŕřĺ ăćšőňăšĺůěśłőň ćżąőřě ÿăčă.

7). Čőńőćŋă£ ŕřőčřăňňă. Čőńőćŋă£ ŕřőčřăňňă ğăďăěš ŋăůăńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ğăďăůĺ Łőÿĺ,

łőŋěű ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ŋăůăńĳŋżľ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, šřěąşěňş¿ šőůŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ĺ ďřşčş¿ ŋěőąţőďĺňş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿, śőďěřęĺš őąřăźěŋĺ£ ł ŕőďŕřőčřăňňăň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋă őšřěğłě ĺ ąĺąńĺőšěůŋőľ ŕřőčřăňňě.

Šăłă£ ňőďşńĳŋă£ śšřşłšşřă őąńěčůăěš ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺě ĺ ĺśśńěďőćăŋĺě řăğńĺůŋżţ ůĺśńěŋŋżţ ăńčőřĺšňőć řěÿěŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

7. Śőďěřęăŋĺě őšůěšă

Őšůěš ďőńęěŋ śőďěřęăšĳ śńěďş¿źş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿. 1. Ŋăĺňěŋőćăŋĺě ğăďăŋĺ£: ğăďăŋĺě Ă ĺńĺ ğăďăŋĺě Ą.

2. Łőŋłřěšŋżľ ćăřĺăŋš řěÿăěňőľ ğăďăůĺ Łőÿĺ (ćĺď ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ĺ š.ď.). Šőůŋőě ăŋăńĺšĺůěśłőě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ.

3. Ďń£ ğăďăŋĺ£ Ă: łőŋłřěšŋżľ ćĺď ĺśŕőńĳğşěňżţ ťőřňşń Řşŋčě{Łşššă, śŕőśőą ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă.

Ďń£ ğăďăŋĺ£ Ą: łőŋłřěšŋżľ ćĺď ĺśŕőńĳğşěňőľ ťőřňşńż Řşŋčě{Łşššă, śŕőśőą őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă.

4. Ďń£ ğăďăŋĺ£ Ă: šřĺ šăąńĺűż ďń£ ŕřĺąńĺęěŋŋżţ řěÿěŋĺľ ğăďăůĺ, ŕőńşůěŋŋżţ ś ăćšőňăšĺůěśłĺň ćżąőřőň ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ćżÿě šřěţ śŕőśőąőć őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă.

Ďń£ ğăďăŋĺ£ Ą: ďćě šăąńĺűż ďń£ ŕřĺąńĺęěŋŋżţ řěÿěŋĺľ ğăďăůĺ, ŕőńşůěŋŋżţ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň şłăğăŋŋżţ ćżÿě ďćşţ śŕőśőąőć ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ĺ őďŋőčő ĺğ šřěţ śŕőśőąőć őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă.

5. Čřăťĺł šőůŋőčő řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ĺ čřăťĺłĺ ŕőńŋőľ (ĺśšĺŋŋőľ) ŕőčřěÿŋőśšĺ łăęďőčő ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£. Čřăťĺłĺ řěÿěŋĺ£ ĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ ďőńęŋż ążšĳ ŕőśšřőěŋż ć řăğŋżţ ňăśÿšăąăţ, őąěśŕěůĺćăćÿĺţ ŋăčń£ďŋőśšĳ ţăřăłšěřőć ŕőćěďěŋĺ£ łřĺćżţ.

6. Šăąńĺűş ďń£ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ, ŕőńşůěŋŋőčő ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£.

7. Čřăťĺłĺ čńăćŋőčő ůńěŋă čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă, ćżůĺśńěŋŋőčő ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě, ĺ ŕőńŋőľ (ĺśšĺŋŋőľ) ŕőčřěÿŋőśšĺ ďń£ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£, ŕőńşůěŋŋőčő ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň, ćżŕőńŋěŋŋżě ć ňăśÿšăąě, őąěśŕěůĺćă¿źěň ĺţ ŋăčń£ďŋőśšĳ (ŋăŕřĺňěř, ŕřĺŋ£ć ğă ěďĺŋĺűş ďńĺŋż ćěńĺůĺŋş, řăćŋş¿ " 2 ; " 4 ; " 10 ; : : :).

8. Śćőďŋş¿ šăąńĺűş šőůŋőśšŋżţ ĺ śłőřőśšŋżţ ţăřăłšěřĺśšĺł ĺśŕőńĳğşěňżţ ăńčőřĺšňőć. 9. Ğŋăůěŋĺě řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ Łőÿĺ ć łőŋűě ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ćżůĺśńěŋŋőě ŕő őďŋőľ ĺğ ąĺąńĺőšěůŋżţ ŕřőčřăňň, ĺ ěčő ăąśőń¿šŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ.

10. Ąńőł-śţěňş ŕřőčřăňňż.

11. Ńĺśšĺŋč ś ŕřőčřăňňőľ ŋă ăńčőřĺšňĺůěśłőň £ğżłě.

8. Ćăřĺăŋšż 8.1. Őąźă£ śćőďłă ťőřňşń Řşŋčě{Łşššă

Ćś¿ďş ć ďăńĳŋěľÿěň ťőřňşńż Řşŋčě{Łşššă (7) ąşďěň ğăŕĺśżćăšĳ ć ćĺďě

y_{n+1} = y_n + ´y_n; ´y_n = q∑ i=1 p_{qi}k_i:

Ŕřĺŋ£šă śőśšăćŋă£ ŋşňěřăűĺ£ ťőřňşń. Ŕěřćă£ űĺťřă őğŋăůăěš ŕőř£ďőł ťőřňşńż; ćšőřă£ űĺťřă őğŋăůăěš ŕőř£ďłőćżľ ŋőňěř łőŋłřěšŋőľ ťőřňşńż ć čřşŕŕě ťőřňşń ďăŋŋőčő ŕőř£ďłă. İšĺ ďćě űĺťřż őšďěń£¿šś£ ďřşč őš ďřşčă šőůłőľ. Ąşłćă Ł őğŋăůăěš, ůšő ťőřňşńă ďń£ ňěšőďă Řşŋčě{ Łşššă ĺśŕőńĳğşěšś£ ćňěśšě ś ćżřăęěŋĺěň ďń£ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ śŕěűĺăńĳŋő ŕőďőąřăŋŋőčő ňěšőďă ąőńěě ŋĺğłőčő ŕőř£ďłă.

8.1.1. Ťőřňşńż ćšőřőčő ŕőř£ďłă

2.1 ´y_n = 1 2 (k_1 + k_2);

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf(x_n + h; y_n + k_1): 2.2 ´y_n = k_2;

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf^(x_n + 12h; y_n + 12k_1^):

2.3 ´y_n = 1 4 (k_1 + 3k_2);

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf^(x_n + 23h; y_n + 23k_1^): 8.1.2. Ťőřňşńż šřěšĳěčő ŕőř£ďłă

3.1 ´y_n = 1 6 (k_1 + 4k_2 + k_3);

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf^(x_n + 12 h; y_n + 12 k_1^); k_3 = hf(x_n + h; y_n − k_1 + 2k_2):

3.2 ´y_n = 1 4 (k_1 + 3k_3);

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf^(x_n + 13 h; y_n + 13 k_1^); k_3 = hf^(x_n + 23 h; y_n + 23 k_2^):

3.3 ´y_n = 1 9 (2k_1 + 3k_2 + 4k_3);

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf^(x_n + 12 h; y_n + 12 k_1^); k_3 = hf^(x_n + 34 h; y_n + 34 k_2^): 8.1.3. Ťőřňşńż ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă

4.1 ´y_n = 1 6 (k_1 + 2k_2 + 2k_3 + k_4);

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf^(x_n + 12 h; y_n + 12 k_1^); k_3 = hf(x_n + 12 h; y_n + 12 k_2); k_4 = hf(x_n + h; y_n + k_3):

4.2 ´y_n = 1 6 (k_1 + 4k_3 + k_4);

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf^(x_n + 14 h; y_n + 14 k_1^); k_3 = hf^(x_n + 12 h; y_n + 12 k_2^);

k_4 = hf^(x_n + h; y_n + k_1 − 2k_2 + 2k_3^):

4.3 ´y_n = 1 8 (k_1 + 3k_2 + 3k_3 + k_4);

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf^(x_n + 13 h; y_n + 13 k_1^); k_3 = hf^(x_n + 23 h; y_n − 13 k_1 + k_2^);

k_4 = hf^(x_n + h; y_n + k_1 − k_2 + k_3^):

8.1.4. Ťőřňşńż ŕ£šőčő ŕőř£ďłă

5.1 ´y_n = 1 24 k^1 + 5 48 k^4 + 27 56 k^5 + 125 336 k^6;

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf^(x_n + 12 h; y_n + 12 k_1^); k_3 = hf^(x_n + 12 h; y_n + 14 (k_1 + k_2)^);

k_4 = hf(x_n + h; y_n − k_2 + 2k_3); k_5 = hf^(x_n + 2 3 h; y_n + 1 27 (7k_1 + 10k_2 + k_4) ) ; k_6 = hf^(x_n + 15 h; y_n + 1625 (28k_1 − 125k_2 + 546k_3 + 54k_4 − 378k_5)^):

5.2 ´y_n = 16 135 k^1 + 6656 12825 k^3 + 28561 56430 k^4 − 9 50 k^5 + 2 55 k^6;

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf^(x_n + 14 h; y_n + 14 k_1^); k_3 = hf^(x_n + 38 h; y_n + 332 k_1 + 932 k_2^);

k_4 = hf^(x_n + 1213 h; y_n + 19322197 k_1 − 72002197 k_2 + 72962197 k_3^);

k_5 = hf^(x_n + h; y_n + 439216 k_1 − 8k_2 + 3680513 k_3 − 8454104 k_4^);

k_6 = hf^(x_n + 12 h; y_n − 827 k_1 + 2k_2 − 35442565 k_3 + 18594104 k_4 − 1140 k_5^):

8.1.5. Ťőřňşńă šřěšĳěčő ŕőř£ďłă ś łőŋšřőńĳŋżň ůńěŋőň

3.1 Ł. Ňěšőď őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ 3.1.

Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ E = 16 (k_1 − 2k_2 + k_3)

ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^3) ĺ £ćń£ěšś£ ăśĺňŕšőšĺůěśłőľ őűěŋłőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż ćšőřőčő ŕőř£ďłă 2.2.

8.1.6. Ťőřňşńż ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă ś łőŋšřőńĳŋżň ůńěŋőň

4.1 Ł. Ňěšőď őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ 4.1.

Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ E = 23 (k_1 − k_2 − k_3 + k_4) ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^3) ĺ £ćń£ěšś£ ăśĺňŕšőšĺůěśłőľ őűěŋłőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż ćšőřőčő ŕőř£ďłă (76).

4.2 Ł. Ňěšőď őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ 4.1.

Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ E = 16 (k_1 − 4k_2 + 2k_3 + k_4) ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^3) ĺ £ćń£ěšś£ ăśĺňŕšőšĺůěśłőľ őűěŋłőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż ćšőřőčő ŕőř£ďłă 2.2.

4.3 Ł. Ňěšőď őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ

´y_n = 1 6 (k_1 + 4k_4 + k_5);

k_1 = hf(x_n; y_n); k_2 = hf^(x_n + 13 h; y_n + 13 k_1^); k_3 = hf^(x_n + 13 h; y_n + 16 (k_1 + k_2)^);

k_4 = hf^(x_n + 12 h; y_n + 18 k_1 + 38 k_3^); k_5 = hf^(x_n + h; y_n + 12 k_1 − 32 k_3 + 2k_4^):

Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ E = 130 (2k_1 − 9k_3 + 8k_4 − k_5) ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^4) ĺ £ćń£ěšś£ ăśĺňŕšőšĺůěśłőľ őűěŋłőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż šřěšĳěčő ŕőř£ďłă (80). Ěśńĺ ĺŋšěčřĺřşěšś£ yřăćŋěŋĺě (82), šő ťőřňşńă (80) ĺňěěš ŕ£šżľ ŕőř£ďőł ĺ ćěńĺůĺŋă −E £ćń£ěšś£ őűěŋłőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż 4.3 K.

8.1.7. Ťőřňşńż ŕ£šőčő ŕőř£ďłă ś łőŋšřőńĳŋżň ůńěŋőň

5.1 Ł. Ňěšőď őŕřěďěń£ěšś£ ťopňşńőľ 5.1.

Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ

E = 1336 (−42k_1 − 224k_3 − 21k_4 + 162k_5 + 125k_6)

ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^5) ĺ £ćń£ěšś£ ăśĺňŕšőšĺůěśłőľ őűěŋłőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă (88).

5.2 Ł. Ňěšőď őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ 5.2.

Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ

E = 1360 k_1 − 1284275 k_3 − 219775240 k_4 + 150 k_5 + 255 k_6

ĺňěěš ŕőř£ďőł O(h^5) ĺ £ćń£ěšś£ ăśĺňŕšőšĺůěśłőľ őűěŋłőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă (85).

8.2. Bařĺăŋšż ďń£ ğăďăůĺ Łőÿĺ

Řăśśňăšřĺćăěšś£ ğăďăůă Łőÿĺ (1), (2). Ŋăůăńĳŋżě şśńőćĺ£ x_0, y_0, ŕřăćă£ ůăśšĳ f(x; y) şřăćŋěŋĺ£, łőŋeű ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ x_0 + X, ă šăłęě ŋăůăńĳŋżľ ÿăč ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ łőŋłřěšŋżň ćăřĺăŋšőň. Ŋěőąţőďĺňő řěÿĺšĳ ğăďăůş (1), (2) ć śőőšćěšśšćĺĺ ś šřěąőćăŋĺ£ňĺ ğăďăŋĺ£ Ă ĺńĺ Ą; ŕřĺ ¡šőň ŕőňĺňő ćżůĺśńěŋĺ£ řěÿěŋĺ£ ćő ćŋşšřěŋŋĺţ şğńăţ ĺŋšěřćăńă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ őŕřěďěńĺšĳ ěčő ğŋăůěŋĺě šăłęě ć łőŋűě ĺŋšěřćăńă x_K = x_0 + X.

Ŕěřěůěŋĳ ćăřĺăŋšőć ğăďăůĺ Łőÿĺ ďń£ śńşůă£, łőčďă ŕřăćă£ ůăśšĳ şřăćŋěŋĺ£ ĺňěěš ćĺď f(x; y) = g(x)y(x) + ’(x) (x); (127) ŕřĺćěďěŋ ć šăąń. 2.

Š ă ą ń ĺ ű ă 2.

x_0 y_0 x_0 + X h_0 g(x) ’(x) (x)

1) e^{−(x+4)x} 1) e^{−4(x+1)}

2) e^{−x2} 2) 0:01

3) e^{−x2+2x} 3) e^x

4) x e^{−x2} 4) e^{−2x}

1 10 6 0.5 2(2 − x) 5) (x + 2) e^{−x2} 5) e^{3x}

6) e^{−x2} sin x 6) 1√ 2ı 7) e^{−x2} cos(0:8x) 7) e^{2x−3}

8) cos^2 (x 2 ) e^{−x2+3x} 8) e^{3x−2}

9) sin^2(0:6x) e^{−x2+1.5x} 9) e^{x−1.5}

10) sin(x + 1) 10) 1 6 cos(x + 1)

-1 8 2ı − 1 0.4 sin(x + 1) 11) e^{− cos(x+1)} 11) 1 8 12) (x + 2) e^{−cos(x+1)} 12) 4 cos(x + 1)

Łőŋłřěšŋżľ ćăřĺăŋš ďń£ ğăďăůĺ Łőÿĺ őŕřěďěń£ěšś£ ďćşň£ ŋőňěřăňĺ: ŋőňěřőň ťşŋłűĺĺ ’(x) ĺ ŋőňěřőň ťşŋłűĺĺ (x). Ŋőňěřş ťşŋłűĺĺ ’(x) ĺğ ďĺăŕăğőŋă ś 1 ŕő 9 śőőšćěšśšćşěš ń¿ąőľ ŋőňěř ťşŋłűĺĺ (x) ć ďĺăŕăğőŋě ś 1 ŕő 9. Ŋőňěřş ťşŋłűĺĺ ’(x) ĺğ ďĺăŕăğőŋă ś 10 ŕő 12 śőőšćěšśšćşěš ń¿ąőľ ŋőňěř ťşŋłűĺĺ (x) ć ďĺăŕăğőŋě c 10 ŕő 12. Šăłĺň őąřăğőň, őąźěě łőńĺůěśšćő ćăřĺăŋšőć ďń£ ğăďăůĺ Łőÿĺ, śőďěřęăźĺţś£ ć ďăŋŋőľ šăąńĺűě, řăćŋő 90.

8.3. Ćăřĺăŋšż ňěšőďőć ďń£ ğăďăŋĺ£ Ă

Ğăďăŋĺě A ğăłń¿ůăěšś£, łăł şęě şŕőňĺŋăńőśĳ, ć ůěšżřěţłřăšŋőň řěÿěŋĺĺ ğăďăůĺ (1), (2) ŋă őšřěğłě [x_0; x_0 + X]. Ŕěřćżě šřĺ řăğă ğăďăůă řěÿăěšś£ ś ăćšőňăšĺůěśłĺň ćżąőřőň ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ c ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň šřěţ śŕőśőąőć őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă. Ŕěřěůěŋĳ ćăřĺăŋšőć ňěšőďőć ďń£ ďăŋŋőčő ğăďăŋĺ£ ŕřĺćěďěŋ ć šăąń.3.

Şłăğăŋŋżě ć šăąńĺűě ňěšőďż ĺśŕőńĳğş¿šś£ ć śńěďş¿źěň śőůěšăŋĺĺ śő śŕőśőąăňĺ őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ.

1. Ŕřăćĺńő Řşŋčě (66). Ŕřĺ ďăŋŋőň śŕőśőąě őűěŋłĺ ŕőčřěÿŋőśšĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ŋăďő ćżŕőńŋ£šĳ ŕő ťőřňşńě, ŋőňěř łőšőřőľ şłăğăŋ ćő ćšőřőň śšőńąűě šăąńĺűż.

Š ă ą ń ĺ ű ă 3.

Ňěšőďż

Ŋőňěř Őśŋőćŋă£ Ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ Ťőřňşńă ś Śŕőśőą Šőůŋőśšĳ ćăřĺăŋšă ťőřňşńă ťőřňşńă ďń£ łőŋšřőńĳŋżň ăćšőňăšĺůěśłőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ůńěŋőň ćżąőřă ÿăčă ŕőčřěÿŋőśšĺ

1 2 3 4 5 6

1 2.1 3.1 4.1 K ĺ 4.2 K I ĺńĺ II

2 2.2 3.2 4.1 K ĺ 4.2 K I ĺńĺ II 10^{−2}

3 2.3 3.3 4.1 K ĺ 4.2 K I ĺńĺ II

4 3.1 4.1 4.3 K I ĺńĺ II

5 3.2 4.3 4.3 K I ĺńĺ II 10^{−3}

6 3.3 4.1 4.3 K I ĺńĺ II

7 4.1 5.1 5.1 K I ĺńĺ II

8 4.2 5.2 5.2 K I ĺńĺ II 10^{−4}

9 4.3 5.1 5.1 K I ĺńĺ II

2. Łőňąĺŋăűĺ£ ďćşţ ťőřňşń (68) ĺ (69), őďŋă ĺğ łőšőřżţ (ťőřňşńă (69)) şłăğăŋă ćő ćšőřőň śšőńąűě (š.ě. šă ęě, ůšő ĺ ć őűěŋłě ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě), ă ŋőňěř ďřşčőľ, śőőšćěšśšćş¿źěľ (68), ŕřĺćěďěŋ ć šřěšĳěň śšőńąűě šăąńĺűż.

3. Ťőřňşńă ś łőŋšřőńĳŋżň ůńěŋőň (73), (73^′). Ŋőňěř ¡šőľ ťőřňşńż ďăŋ ć ůěšćěřšőň śšőńąűě. Ďń£ ňěšőďőć ćšőřőčő ŕőř£ďłă šőůŋőśšĺ ğăďăůă ŋă šřěšĳěň ¡šăŕě řěÿăěšś£ ďćăęďż ďćşň£ ňěšőďăňĺ ś řăğŋżňĺ łőŋšřőńĳŋżňĺ ůńěŋăňĺ.

Ďőŕşśšĺňă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ (šőůŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£) ŕřĺćěďěŋă ć ÿěśšőň śšőńąűě šăąńĺűż.

Śŕőśőą ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă ćżąĺřăěšś£ őďŋĺň ĺğ ďćşţ: ńĺąő (I) | şďćőěŋĺě ĺ ďěńěŋĺě ÿăčă ŕőŕőńăň, ńĺąő (II) | ćżąőř ňăłśĺňăńĳŋőľ ďń£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ ďńĺŋż ÿăčă ś ŕőňőźĳ¿ śőőšŋőÿěŋĺľ (95^′), (97^′).

Ůěšćěřšżľ řăğ (ă ďń£ ňěšőďőć ćšőřőčő ŕőř£ďłă | ŕ£šżľ řăğ) ğăďăůă řěÿăěšś£ ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň, řăćŋżň śřěďŋěňş ăřĺťňěšĺůěśłőňş ÿăčőć, ćżŕőńŋěŋŋżţ ŕřĺ őďŋőň ĺğ ŕřěďżďşźĺţ řăśůěšőć, ă ĺňěŋŋő, šőčďă, łőčďă őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřőĺğćőďĺńăśĳ ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě. Ŕřĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň ŕřĺňěŋ£ěšś£ šă ęě ťőřňşńă, ůšő ĺ ŋă ŕěřćőň ¡šăŕě (š.ě. ĺğ ćšőřőčő śšőńąűă), ŕřĺ ¡šőň ć łăęďőň şğńě řăćŋőňěřŋőľ śěšłĺ ŕřőĺğćőďĺšś£ őűěŋłă čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě (63).

Łőńĺůěśšćő ćăřĺăŋšőć ňěšőďőć ďń£ ğăďăŋĺ£ A řăćŋő 18. Őąźěě ůĺśńő ćăřĺăŋšőć ś şůěšőň ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ | 1620.

8.4. Ćăřĺăŋšż ňěšőďőć ďń£ ğăďăŋĺ£ Ą

Ğăďăŋĺě Ą ğăłń¿ůăěšś£ ć šřěţłřăšŋőň řěÿěŋĺĺ ğăďăůĺ Łőÿĺ (1), (2) ŋă őšřěğłě [x_0; x_0 +X]. Ŕěřćżě ďćă řăğă ğăďăůă řěÿăěšś£ ś łőŋšřőńěň šőůŋőśšĺ ś ŕřĺňěŋěŋĺěň ďćşţ śŕőśőąőć ăćšőňăšĺůěśłőčő ćżąőřă ÿăčă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£: (I) | şďćőěŋĺě ĺ ďěńěŋĺě ÿăčă ŕőŕőńăň ĺ (II) | ćżąőř ňăłśĺňăńĳŋőľ ďń£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ ďńĺŋż ÿăča ś ŕőňőźĳ¿ śőőšŋőÿěŋĺľ (95^′), (97^′). Ŕěřěůěŋĳ ćăřĺăŋšőć ňěšőďőć ďń£ ğăďăŋĺ£ Ą ŕřĺćěďěŋ ć šăąń. 4.

Š ă ą ń ĺ ű ă 4.

Ăńčőřĺšň

Ŋőňěř Ňěšőď Śŕőśőą Śŕőśőą Šőůŋőśšĳ ćăřĺăŋšă őűěŋłĺ ńőłăńĳŋőľ ăćšőňăšĺůěśłőčő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕőčřěÿŋőśšĺ ćżąőřă ÿăčă 1 2 3 4 5 1 2.1 2 2.2 Ŕřăćĺńő Řşŋčě (66) I ĺ II 10^{−2} 3 2.3 4 3.1 5 3.2 Ŕřăćĺńő Řşŋčě (66) I ĺ II 10^{−3} 6 3.3 7 4.1 8 4.2 Ŕřăćĺńő Řşŋčě (66) I ĺ II 10^{−4} 9 4.3 10 3.1 K 10^{−3} 11 4.1 K ĺ 4.2 K 10^{−4} 12 4.3 K Łőŋšřőńĳŋżľ ůńěŋ I ĺ II 10^{−4} 13 5.1 K (73), (73^′) 10^{−5} 14 5.2 K 10^{−5}

Šřěšĺľ řăğ (ă ďń£ ćăřĺăŋšă 11 { ůěšćěřšżľ řăğ) ğăďăůă řěÿăěšś£ ś ŕőśšő£ŋŋżň ÿăčőň, řăćŋżň ňăłśĺňăńĳŋőňş śřěďŋěňş ăřĺťňěšĺůěśłőňş ÿăčőć, śďěńăŋŋżţ ŕřĺ ŕěřćőň ĺ ćšőřőň ŕřőśůěšăţ: h = max(—h_1; —h_2) . Ŕřĺ ¡šőň ć łăęďőň şğńě řăćŋőňěřŋőľ śěšłĺ ŕřőĺğćőďĺšś£ őűěŋłă čńőąăńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŕő ŕřăćĺńş Řşŋčě (53).

Łőńĺůěśšćő ćăřĺăŋšőć ňěšőďőć ďń£ ğăďăŋĺ£ Ą řăćŋő 14.

ŚŔĹŚŐŁ ŃĹŠĚŘĂŠŞŘŻ

1. Ăřşÿăŋ£ŋ Ő.Ą., Ğăńěšłĺŋ Ś.Ť. Ŕăłěš ŕřĺłńăďŋżţ ŕřőčřăňň řěÿěŋĺ£ šĺŕőćżţ ğăďăů ďń£ őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ // Ćőŕřőśż łőŋśšřşĺřőćăŋĺ£ ąĺąńĺőšěł ŕřőčřăňň. Ň.: Ĺğď-ćő Ňőśł. şŋ-šă, 1985.

2. Ăřşÿăŋ£ŋ Ő.Ą., 3ăńěšłĺŋ Ś.Ť. Őą ĺśŕőńĳğőćăŋĺĺ Ąĺąńĺőšěłĺ ůĺśńěŋŋőčő ăŋăńĺğă ŊĹĆŰ ŇČŞ ďń£ řěÿěŋĺ£ őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěłĺľ // Ćőŕřőśż łőŋśšřşĺřőćăŋĺ£ ąĺąńĺőšěł ŕřőčřăňň. Ň.: Ĺğď-ćő Ňőśł. şŋ-šă, 1984.

3. Ąăąşÿłă Ĺ., Ćĺšăśěł İ., Ŕřăčěř Ň. Ůĺśńěŋŋżě ŕřőűěśśż řěÿěŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

Ň.: Ňĺř, 1979.

4. Ąăţćăńőć Ŋ.Ś., Ęĺďłőć Ŋ.Ŕ., Łőąěńĳłőć Č.Ň. Ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż. Ň.: Ŋăşłă, 1987. 5. Ğăńěšłĺŋ Ś.Ť. Ő ůĺśńěŋŋőň řěÿěŋĺĺ ğăďăůĺ Łőÿĺ ďń£ őążłŋőćěŋŋżţ ńĺŋěľŋżţ őďŋőřőďŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă ąőńĳÿĺţ őšřěğłăţ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ // Ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ňěšőďż ĺ ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺě. XXVI. Ň.: Ĺğď-ćő Ňőśł. şŋ-šă, 1977.

6. 3ăńěšłĺŋ Ś.Ť. Łőńńěłűĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ďń£ šěśšĺřőćăŋĺ£ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ăńčőřĺšňőć ĺ ŕřőčřăňň // Ćőŕřőśż łőŋśšřşĺřőćăŋĺ£ ąĺąńĺőšěł ŕřőčřăňň. Ň.: Ĺğď-ćő Ňőśł. şŋ-šă, 1983.

7. Łańĺšłĺŋ Ŋ.Ŋ. Ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż. Ň.: Ŋăşłă, 1978.

8. Ăřşÿăŋ£ŋ Ő.Ą., Ğăńěšłĺŋ Ś.Ť., Ğăţăřőć Ă.đ., Łăńĺšłĺŋ Ŋ.Ŋ. Ő šěśšĺřőćăŋĺĺ ŕřőčřăňň řěÿěŋĺ£ őążłŋőćěŋŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ // Ŕřěŕřĺŋš ĹŔŇ ĂŊ ŚŚŚŘ, Â 139. Ň., 1983.