ŇŐŚŁŐĆŚŁĹĽ ČŐŚŞĎĂŘŚŠĆĚŊŊŻĽ ŞŊĹĆĚŘŚĹŠĚŠ ĺň. Ň. Ć. ŃŐŇŐŊŐŚŐĆĂ Ŋăşůŋő-ĺśśńěďőćăšěńĳśłĺľ ćżůĺśńĺšěńĳŋżľ űěŋšř

ŔŘĂŁŠĹŁŞŇ ŊĂ İĆŇ ŔŐ ĆŻŮĹŚŃĹŠĚŃĲŊŻŇ ŇĚŠŐĎĂŇ

Ő. Ą. Ăřşÿăŋ£ŋ

ŮĹŚŃĚŊŊŐĚ ŘĚŸĚŊĹĚ ŊĚŃĹŊĚĽŊŻŢ ŞŘĂĆŊĚŊĹĽ

Řăąőšă ŕőďďěřęăŋă ŘŤŤĹ (ŕřőěłš 01{07{90173)

Ňőśłćă, 2003

Ő. Ą. Ăřşÿăŋ£ŋ

Ğ Ă Ď Ă Ŋ Ĺ Ě

ćżůĺśńĺšěńĳŋőčő ŕřăłšĺłşňă ŋă İĆŇ

\Ůĺśńěŋŋőě řěÿěŋĺě ŋěńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ"

1. Űěńĳ ğăďăŋĺ£

1) Ŕřăłšĺłă ć ĺśŕőńĳğőćăŋĺĺ İĆŇ ć ďĺśšăŋűĺőŋŋőň řěęĺňě.

2) Ŕřăłšĺłă ć ĺśŕőńĳğőćăŋĺĺ ůĺśńěŋŋżţ ňěšőďőć řěÿěŋĺ£ ŋěńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

3) Ŕřăłšĺłă ć ĺśŕőńĳğőćăŋĺĺ śšăŋďăřšŋżţ ąĺąńĺőšěůŋżţ ŕřőčřăňň.

4) Ŕřăłšĺłă ć ňőďşńĳŋőň ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺĺ.

2. Ŕőśšăŋőćłă ğăďăůĺ

Ŕşśšĳ ďăŋő şřăćŋěŋĺě f(x) = 0; (1)

čďě ťşŋłűĺ£ f(x) őŕřěďěńěŋă ĺ ŋěŕřěřżćŋă ŋă ğăďăŋŋőň łőŋěůŋőň ĺńĺ ąěśłőŋěůŋőň őšřěğłě [A; B]. Ćś£łőě ğŋăůěŋĺě —x, őąřăźă¿źěě ťşŋłűĺ¿ f(x) ć ŋşńĳ, š.ě. šăłőě, ůšő f(—x) = 0, ŋăğżćăěšś£ łőřŋěň şřăćŋěŋĺ£ (1) ĺńĺ ŋşńěň ťşŋłűĺĺ f(x).

Ŕőśšăŋőćłă 1. Ŋăľšĺ ćśě łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ (1).

Őůěćĺďŋő, ůšő šăłă£ ŕőśšăŋőćłă ğăďăůĺ ŋěłőŋśšřşłšĺćŋă, ŕőśłőńĳłş őŋă ŋĺłăł ŋě łăśăěšś£ ćőŕřőśă ő śşźěśšćőćăŋĺĺ łőřŋěľ. Ąőńěě ŕřăćőňěřŋőľ £ćń£ěšś£ śńěďş¿źă£ Ŕőśšăŋőćłă 2. Łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ (1) śşźěśšćş¿š. Ŋăľšĺ ĺţ.

Ŋő ć ¡šőň śńşůăě ďăęě ŕřőśšőľ ŕřĺňěř şřăćŋěŋĺ£ tg x − x = 0 ŕőłăğżćăěš ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋş¿ ŋěćőğňőęŋőśšĳ řěÿĺšĳ ğăďăůş ć ďăŋŋőľ ŕőśšăŋőćłě, ŕőśłőńĳłş ćżůĺśńěŋĺě ąěśłőŋěůŋőčő ůĺśńă łőřŋěľ šřěąşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ćřěňěŋĺ. Ěśšěśšćěŋŋő, ć ¡šőľ ść£ğĺ ŋă ŕěřćżľ ŕńăŋ ćżďćĺčăěšś£ ćőŕřőś őą őšďěńěŋĺĺ (ńőłăńĺğăűĺĺ) łőřŋěľ, š.ě. őą őŕřěďěńěŋĺĺ šăłĺţ őšřěğłőć [a_i; b_i] ∈ [A; B], łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ śőďěřęĺš ěďĺŋśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ (1). Řăśśňőšřĺň ćłřăšűě ŋăĺąőńěě řăśŕřőśšřăŋěŋŋżě śŕőśőąż őšďěńěŋĺ£ łőřŋěľ.

Ěśńĺ ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ f(x) ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺ£ řăğŋżţ ğŋăłőć ŋă łőŋűăţ őšřěğłă [¸; ˛] ∈ [A; B], š.ě. f(¸)f(˛) < 0, šő ćŋşšřĺ ¡šőčő őšřěğłă ńěęĺš ŋěůěšŋőě ůĺśńő łőřŋěľ şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0 (ŕő ňěŋĳÿěľ ňěřě őďĺŋ). Łőřěŋĳ ğăćěďőňő ąşďěš ěďĺŋśšćěŋŋżň, ĺńĺ ŕřőśšżň, ěśńĺ ŕřőĺğćőďŋă£ f^′(x) śşźěśšćşěš ĺ śőţřăŋ£ěš ŕőśšő£ŋŋżľ ğŋăł ćŋşšřĺ ĺŋšěřćăńă (¸; ˛), š.ě. ěśńĺ f^′(x) > 0 (ĺńĺ f^′(x) < 0) ŕřĺ ¸ < x < ˛.

Ŋă řĺś. 1 ĺğőąřăęěŋă ťşŋłűĺ£ y = f(x), ŕřĺŋĺňă¿źă£ ŋă łőŋűăţ őšřěğłă [¸; ˛] řăğŋżě ğŋăłĺ. Ŕőśłőńĳłş f^′(x) ŋă ¡šőň őšřěğłě ŋě £ćń£ěšś£ ğŋăłőŕőśšő£ŋŋőľ, šő ćŋşšřĺ ŋěčő ńěęăš ŋěśłőńĳłő łőřŋěľ şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0. Ŋă őšřěğłě [¸; ˛_1] ĺňěěň f^′(x) < 0, ĺ ŕő¡šőňş łőřěŋĳ —x_1, ŕřĺŋăďńěęăźĺľ ¡šőňş őšřěğłş, £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň. Łőřěŋĳ —x_2 ĺňěěš ůěšŋş¿ łřăšŋőśšĳ.

Šăąńĺůŋżľ śŕőśőą, ńěčłő ŕőďďă¿źĺľś£ ŕřőčřăňňŋőľ řěăńĺğăűĺĺ, śőśšőĺš ć őŕřěďěńěŋĺĺ ğŋăłőć ťşŋłűĺĺ f(x) ć şğńăţ ŋěłőšőřőľ śěšłĺ {¸_1 = A; ¸_2; : : : ; ¸_{k−1}; ¸_k = B}, ćżąőř łőšőřőľ ďěńăěšś£ ś şůěšőň őśőąěŋŋőśšěľ f(x). Ěśńĺ ć ŕőńşůěŋŋőľ šăąńĺűě ğŋăůěŋĺľ f(x) ĺňěěň f(¸_i)f(¸_{i+1}) < 0, šő ŋă őšřěğłě [¸_i; ¸_{i+1}] ĺňěěšś£ ţőš£ ąż őďĺŋ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0.

Ěśńĺ ¡šĺ şğńż ąńĺğłĺ, šő, śłőřěě ćśěčő, łőřěŋĳ ňěęďş ŋĺňĺ őďĺŋ. Őďŋăłő ć ¡šőň ŋşęŋő şąěďĺšĳś£ šěň ĺńĺ ĺŋżň śŕőśőąőň. Ćż£ćĺšĳ ŕő šăąńĺűě łőřŋĺ ůěšŋőľ łřăšŋőśšĺ śńőęŋő.

Ěśńĺ śşźěśšćşěš ŋěŕřěřżćŋă£ ŕřőĺğćőďŋă£ f^′(x) ĺ łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£

f^′(x) = 0

ńěčłő ćżůĺśń£¿šś£, šő ŕřőűěśś őšďěńěŋĺ£ łőřŋěľ şřăćŋěŋĺ£ (1) ňőęŋő şŕőř£ďőůĺšĳ. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő őŕřěďěńĺšĳ ğŋăłĺ ťşŋłűĺĺ f(x) ć šőůłăţ łőřŋěľ ěě ŕřőĺğćőďŋőľ ĺ ć čřăŋĺůŋżţ šőůłăţ x = A ĺ x = B.

Ąőńěě ŋăčń£ďŋżň śŕőśőąőň, łőšőřżľ ďăěš ŋěŕńőţĺě ŕřĺąńĺęěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ łőřŋěľ, £ćń£- ěšś£ čřăťĺůěśłĺľ śŕőśőą. Ŕő ŕőńşůěŋŋőľ šăąńĺűě ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺĺ f(x) śšřőĺšś£ ěě čřăťĺł ĺ čřăťĺůěśłĺ ĺźşšś£ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ěčő ś őśĳ¿ ăąśűĺśś. Ćő ňŋőčĺţ ğăďăůăţ šěţŋĺłĺ šăłă£ šőůŋőśšĳ şęě ďőśšăšőůŋă. Ŕőśšřőěŋĺě čřăťĺłă ğăůăśšş¿ ŕőňőčăěš šăłęě ćż£ćĺšĳ łőřŋĺ ůěšŋőľ łřăšŋőśšĺ. Čřăťĺůěśłĺľ śŕőśőą ¡ťťěłšĺćěŋ, ěśńĺ şřăćŋěŋĺě (1) ŋě ĺňěěš ąńĺğłĺţ ňěęďş śőąőľ łőřŋěľ.

Ŋă ŕřăłšĺłě ůăśšő şďőąŋő ŕřĺňěŋ£šĳ ŕřĺěň, śőśšő£źĺľ ć ğăňěŋě şřăćŋěŋĺ£ (1) ¡łćĺćăńěŋšŋżň ěňş şřăćŋěŋĺěň ’(x) = (x), ć łőšőřőň ťşŋłűĺĺ y_1 = ’(x) ĺ y_2 = (x) ĺňě¿š ąőńěě ŕřőśšżě čřăťĺłĺ. Ăąśűĺśśż šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šĺţ čřăťĺłőć ąşďşš łőřŋ£ňĺ ĺśţőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£. Ŋăŕřĺňěř, şřăćŋěŋĺě x sin x−1 = 0 şďőąŋő ŕřěőąřăğőćăšĳ ł ćĺďş sin x = 1=x.

Ţőš£ čřăťĺůěśłĺľ śŕőśőą şďőąěŋ ĺ śřăćŋĺšěńĳŋő ŕřőśš, őŋ ŕřĺňěŋĺň, łăł ŕřăćĺńő, ńĺÿĳ ďń£ čřşąőčő őŕřěďěńěŋĺ£ łőřŋěľ. Őśőąěŋŋő ğŋăůĺšěńĳŋă£ ŕőšěř£ šőůŋőśšĺ ĺňěěš ňěśšő ć šěţ śńşůă£ţ, łőčďă ńĺŋĺĺ ŕěřěśěłă¿šś£ ŕőď őůěŋĳ őśšřżň şčńőň ĺ ŕřăłšĺůěśłĺ śńĺćă¿šś£ ŕő ŋěłőšőřőľ ďşčě.

Ŕőśńě řěÿěŋĺ£ ćőŕřőśă őą őšďěńěŋĺĺ łőřŋěľ śšăŋőćĺšś£ ŕřăćőňěřŋőľ śńěďş¿źă£ Ŕőśšăŋőćłă 3. Şřăćŋěŋĺě (1) ĺňěěš ŋă őšřěğłě [a; b] ěďĺŋśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ. Ŋăľšĺ ěčő. İšő şęě ńşůÿě ŕőśšăćńěŋŋă£ ğăďăůă, ŋő ěźě őůěŋĳ śńőęŋă£. Şąěďĺšĳś£ ć ¡šőň ŕőğćőń£ěš śńěďş¿źĺľ řĺśşŋőł:

Ěśńĺ ł šőňş ęě ĺśłőňżľ łőřěŋĳ x^∗ £ćń£ěšś£ ĺřřăűĺőŋăńĳŋżň, šő ďăŋŋă£ ğăďăůă śšăŋőćĺšś£ ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋő ŋěřăğřěÿĺňőľ, ŕőśłőńĳłş ĺřřăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă ŋă İĆŇ ŕřěďśšăćń£šĳ ŋěćőğňőęŋő. Šőčďă ć ¡šőň śńşůăě ŕőśšăŋőćłş ğăďăůĺ śńěďşěš ďőŕőńŋĺšĳ šěň, ůšő ŋěőąţőďĺňő ŋăľšĺ ŋě śăň ĺřřăűĺőŋăńĳŋżľ łőřěŋĳ, ă \ţőřőÿěě" řăűĺőŋăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ł ŋěňş, ŕřĺůěň šăłőě, łőšőřőě ňőęěš ŕőňěśšĺšĳś£ ć řăğř£ďŋőľ śěšłě ňăÿĺŋŋőčő śńőćă. Őďŋăłő ěśńĺ ¡šő ćőğňőęŋő, šő ťşŋłűĺ£ f(x) ďőńęŋă ążšĳ ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă őšřěğłě [a; b]. Ć řěğşńĳšăšě ňż ŕřĺÿńĺ ěźě ł őďŋőľ ŕőśšăŋőćłě ğăďăůĺ, śćőąőďŋőľ őš řăśśňőšřěŋŋżţ ŋěďőśšăšłőć:

Ŕőśšăŋőćłă 4. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě (1) ĺňěěš ŋă őšřěğłě [a; b] ěďĺŋśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ x^∗ ĺ ťşŋłűĺ£ f(x) ŋěŕřěřżćŋă ŋă [a; b]. Ŋăľšĺ ¡šőš łőřěŋĳ.

Ĺğ ďăŋŋőľ ŕőśšăŋőćłĺ śńěďşěš, ůšő f(x) = (x − x^∗)^ng(x), čďě ťşŋłűĺ£ g(x) śőţřăŋ£ěš ğŋăł ŋă [a; b]. İšő ŕřěďśšăćńěŋĺě f(x) £ćŋő şłăğżćăěš ŋă ďćă ćőğňőęŋżţ łăůěśšćěŋŋżţ řăğńĺůĺ£ ć ěě ŕőćěďěŋĺĺ ć őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£: ŕřĺ ŋěůěšŋőň n ťşŋłűĺ£ f(x) ňěŋ£ěš ğŋăł ŋă [a; b], ă ŕřĺ ůěšŋőň n | ŋěš.

Šőńĳłő ŕőśńě šőčő łăł ĺğćěśšŋż őšćěšż ŋă ćőŕřőśż ő śşźěśšćőćăŋĺĺ, ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ĺ łřăšŋőśšĺ łőřŋ£ ŋă [a; b], śńěďşěš ŕěřěţőďĺšĳ ł ćżąőřş ŕőďţőď£źěčő ůĺśńěŋŋőčő ňěšőďă.

3. Ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż řěÿěŋĺ£ ŋěńĺŋěľŋőčő şřăćŋěŋĺ£

Ć ŋăśšő£źěň řăğďěńě ďăěšś£ łřăšłőě őŕĺśăŋĺě šěţ ůĺśńěŋŋżţ ňěšőďőć řěÿěŋĺ£ ŋěńĺŋěľŋőčő şřăćŋěŋĺ£, ŕřĺňěŋěŋĺě łőšőřżţ ŕřěďşśňőšřěŋő ć ďăŋŋőň ğăďăŋĺĺ. Ğďěśĳ ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ (1) şęě őšďěńěŋ, š.ě. f(A)f(B) < 0.

3.1. Ňěšőď ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£

Ďăŋŋżľ ňěšőď ŋăğżćă¿š ěźě ňěšőďőň ďěńěŋĺ£ ŕőŕőńăň, ďĺţőšőňĺěľ, ňěšőďőň ąĺśěłűĺľ, ĺńĺ ňěšőďőň ćĺńłĺ. Ŕőńőęĺň x_0 = A ĺ x_1 = B. Ŋăľďěň śěřěďĺŋş őšřěğłă x_2 = (x_0 + x_1)=2, ćżůĺśńĺň f(x_2) ĺ ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ďćşţ őšřěğłőć ćżąěřěň šőš, ŋă łőŋűăţ łőšőřőčő ťşŋłűĺ£ ĺňěěš řăğŋżě ğŋăłĺ, ŕőśłőńĳłş őďĺŋ ĺğ łőřŋěľ ńěęĺš ŋă ¡šőň őšřěğłě. Ğăšěň ćżąřăŋŋżľ őšřěğőł ďěńĺň ŕőŕőńăň ĺ śŋőćă ćżąĺřăěň ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ďćşţ őšřěğłőć šőš, ŋă łőŋűăţ łőšőřőčő ťşŋłűĺ£ ĺňěěš řăğŋżě ğŋăłĺ, ĺ š.ď. Ěśńĺ šřěąşěšś£ ŋăľšĺ łőřěŋĳ ś ăąśőń¿šŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ", šő ŕřőďőńęăěň ďěńěŋĺě ŕőŕőńăň ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ďńĺŋă őšřěğłă ŋě śšăŋěš ňěŋĳÿě 2". Šőčďă śěřěďĺŋă ŕőśńěďŋěčő őšřěğłă ďăśš ğŋăůěŋĺě łőřŋ£ ś šřěąşěňőľ šőůŋőśšĳ¿. Čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ňěšőďă ĺńń¿śšřĺřşěšś£ ŋă řĺś. 2.

Ć řěğşńĳšăšě ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřĺňěŋěŋĺ£ őŕĺśăŋŋőľ ŕřőűěďşřż ŋă N ¡šăŕě ňż ŕőńşůăěň ĺńĺ šőůŋżľ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ (1), ĺńĺ ęě ąěśłőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćńőęěŋŋżţ ďřşč ć ďřşčă őšřěğłőć, śőďěřęăźĺţ ĺśłőňżľ łőřěŋĳ, ŕřĺůěň ďńĺŋă śăňőčő ćŋşšřěŋŋěčő őšřěğłă şňěŋĳÿĺńăśĳ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ďńĺŋőľ ĺśţőďŋőčő őšřěğłă ć 2^N řăğ.

Řĺś. 2.

3.2. Ňěšőď ŕřőśšżţ ĺšěřăűĺľ

Şřăćŋěŋĺě (1) ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋżň ěňş şřăćŋěŋĺěň

x = ’(x): (2)

Šăłş¿ ğăňěŋş ňőęŋő śďěńăšĳ ňŋőčĺňĺ śŕőśőąăňĺ, ŋăŕřĺňěř, ŕőńőęĺć

’(x) = x + ¸f(x); čďě ¸ = const; ’(x) = x + (x)f(x);

čďě (x) | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋěŕřěřżćŋă£ ğŋăłőŕőśšő£ŋŋă£ ťşŋłűĺ£, š.ě. ŋě ĺňě¿źă£ ŋşńěľ ŋă őšřěğłě [A; B].

Ćżąěřěň ŋěłőšőřőě ŋşńěćőě ŕřĺąńĺęěŋĺě łőřŋ£ x_0 ∈ [A; B] şřăćŋěŋĺ£ (2), ă ďăńĳŋěľÿĺě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ąşďěň ćżůĺśń£šĳ ŕő ťőřňşńăň

x_{n+1} = ’(x_n); n = 0; 1; 2; : : : : (3)

Őůěćĺďŋő, ůšő ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_n śšřěňĺšś£ ł ŋěłőšőřőňş ŕřěďěńş —x, šő ¡šőš ŕřěďěń ĺ ěśšĳ ĺśłőňżľ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ (2). İšő ąşďěš ĺňěšĳ ňěśšő ć šőň śńşůăě, łőčďă őšőąřăęěŋĺě y = ’(x) ŕřĺ ŋěłőšőřőň q < 1 şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿

|’(x_1) − ’(x_2)| ≤ q |x_1 − x_2|

ďń£ ćśěţ x_1 ĺ x_2 ĺğ [A; B], š.ě. £ćń£ěšś£ śęĺňă¿źĺň.

Ďăďĺň čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ ňěšőďă ŕřőśšżţ ĺšěřăűĺľ. Ďń£ ¡šőčő ŕőśšřőĺň ŋă ŕńőśłőśšĺ xOy čřăťĺłĺ ťşŋłűĺľ y = x ĺ y = ’(x). Łăęďżľ ćěźěśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ —x şřăćŋěŋĺ£ (2) £ćń£ěšś£ ăąśűĺśśőľ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ M łřĺćőľ y = ’(x) ś ŕř£ňőľ y = x (řĺś. 3). Ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőľ šőůłĺ A_0[x_0; ’(x_0)] śšřőĺň ńőňăŋŋżě ńĺŋĺĺ A_0B_1A_1B_2A_2 : : : (\ńěśšŋĺűă"), ğćěŋĳ£ łőšőřőľ ŕőŕěřěňěŋŋő ŕăřăńńěńĳŋż őśĺ Ox ĺ őśĺ Oy, ŕřĺůěň ćěřÿĺŋż A_0; A_1; A_2; : : : ńěęăš ŋă łřĺćőľ y = ’(x). Őąźĺě ăąśűĺśśż šőůěł A_1 ĺ B_1, A_2 ĺ B_2, : : : ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ x_1; x_2; : : : łőřŋ£ —x, łőšőřżě śţőď£šś£ ł ŋěňş ňőŋőšőŋŋő ĺ őďŋőśšőřőŋŋě.

Řĺś. 3. Řĺś. 4.

Ŋă řĺś. 3 ĺğőąřăęěŋ śńşůăľ, łőčďă 0 < ’^′(x) < 1. Ěśńĺ ęě −1 < ’^′(x) < 0, šő ńőňăŋă£ A_0B_1A_1B_2A_2 : : : ĺňěěš ćĺď \śŕĺřăńĺ" (řĺś. 4).

Ć ¡šőň śńşůăě śţőďĺňőśšĳ ł łőřŋ¿ £ćń£ěšś£ ďćşţśšőřőŋŋěľ, š.ě. ĺśłőňżľ łőřěŋĳ —x ćśěčďă ŕřĺŋăďńěęĺš őšřěğłş [x_n; x_{n+1}].

3.3. Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă

Ďăŋŋżľ ňěšőď ŋăğżćă¿š ňěšőďőň łăśăšěńĳŋżţ, ĺńĺ ńĺŋěăřĺğăűĺĺ. Řăśůěšŋă£ ťőřňşńă ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£ şřăćŋěŋĺ£ (1) ĺňěěš ćĺď (ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě x_0 ∈ [A; B] ):

x_{n+1} = x_n − f(x^n)f_′(x_n): (4)

Ěčő čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ďń£ řăğńĺůŋżţ śńşůăěć ŕőćěďěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ f(x) ŕřĺćěďěŋă ŋă řĺś. 5. Ĺğ řĺś. 5 ćĺďŋő, ůšő ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă śőśšőĺš ć ğăňěŋě ŋă łăęďőľ ĺšěřăűĺĺ ŋěąőńĳÿőľ ďşčĺ łřĺćőľ y = f(x) łăśăšěńĳŋőľ ł ŋěľ. İšő śńěďşěš ĺğ şřăćŋěŋĺ£ łăśăšěńĳŋőľ, ŕřőćěďěŋŋőľ ł šőůłě (x_n; f(x_n)):

y − f(x_n) = f^′(x_n)(x − x_n);

ĺğ łőšőřőľ ŕřőűěśś (4) ŕőńşůăěšś£, ěśńĺ ŕőńőęĺšĳ y = 0 ĺ x = x_{n+1}. Ĺğ řĺś. 5 ćĺďŋő, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_n ňőŋőšőŋŋő ĺ őďŋőśšőřőŋŋě śţőďĺšś£ ł łőřŋ¿ —x.

3.4. Łőňąĺŋĺřőćăŋŋżľ ňěšőď

Ďăŋŋżľ ňěšőď ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łőňąĺŋăűĺ¿ ňěšőďă ţőřď ĺ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă. Ďăďĺň śŋăůăńă őśŋőćŋş¿ ĺďě¿ ňěšőďă ţőřď.

Śşźŋőśšĳ ňěšőďă ţőřď ćĺďŋă ĺğ ěčő čěőňěšřĺůěśłőľ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ ďń£ řăğńĺůŋżţ śńşůăěć ŕőćěďěŋĺ£ f(x) (řĺś. 6) ĺ śőśšőĺš ć ğăňěŋě łřĺćőľ y = f(x) ţőřďăňĺ, ŕřőţőď£źĺňĺ ůěřěğ łőŋűż őšřěğłőć, ć łőšőřżţ f(x) ĺňěěš ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ğŋăłĺ. Şřăćŋěŋĺě ţőřďż, ŕřőţőď£- źěľ ůěřěğ šőůłĺ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (A; f(A)) ĺ (B; f(B)), ĺňěěš ćĺď

x − A B − A = y − f(A) f(B) − f(A):

Ĺśţőď£ ĺğ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ śšřőĺšś£ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś, śţőď£źĺľś£ ďń£ řăśśňőšřěŋŋżţ śńşůăěć ł łőřŋ¿ —x:

x_{n+1} = x_n − f(x^n) f(x_n) − f(x_0) (x^n − x^0); n = 1; 2; : : : : (5)

Ćĺďŋő, ůšő ¡šőš ňěšőď £ćń£ěšś£ ďćşţÿăčőćżň (š.ě. ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ śńěďş¿źěčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ŋşęŋő ğŋăšĳ ğŋăůěŋĺ£ f(x) ć ďćşţ šőůłăţ) ĺ šřěąşěš, ůšőąż őďĺŋ łőŋěű őšřěğłă, ŋă łőšőřőň ĺźěšś£ łőřěŋĳ, ążń ŋěŕőďćĺęěŋ. Ć łăůěśšćě ŋěŕőďćĺęŋőčő łőŋűă ćżąĺřăěšś£ šőš łőŋěű, ďń£ łőšőřőčő ğŋăł f(x) śőćŕăďăěš śő ğŋăłőň ěě ćšőřőľ ŕřőĺğćőďŋőľ f^{′′}(x). Šőčďă ŕőśńěďőćăšěńĳŋżě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ x_n ńěęăš ŕő šş śšőřőŋş łőřŋ£, čďě f(x) ĺňěěš ğŋăł, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ f^{′′}(x). Śţőďĺňőśšĳ ňěšőďă ţőřď | őďŋőśšőřőŋŋ££ ĺ ňőŋőšőŋŋă£. Šăł łăł ŋă łăęďőň ÿăčě ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřőűěśśă ğă ŕřĺąńĺęěŋŋőě ğŋăůěŋĺě łőřŋ£ x_{n+1} ŕřĺŋĺňăěšś£ łőřěŋĳ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ, šő ňěšőď ţőřď ŋăğżćăěšś£ ěźě ňěšőďőň ńĺŋěľŋőľ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ.

Łőňąĺŋĺřş£ ňěšőďż ţőřď ĺ Ŋĳ¿šőŋă, ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺě řăśůěšŋżě ťőřňşńż:

~x_{n+1} = ~x_n − f

(~x_n) f^′(x_n);

x_{n+1} = x_n − f(x^n) f(~x_n) − f(x_n)

(~x_n − x_n); n = 0; 1; 2; : : : : (6)

Ć ¡šĺţ ťőřňşńăţ ňěšőď ţőřď ŕřĺňěŋ£ěšś£ łăęďżľ řăğ ł ŋőćőňş őšřěğłş [x_n; ~x_n]. Čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ łőňąĺŋĺřőćăŋŋőčő ňěšőďă ć śńşůăě f^′(x) > 0, f^{′′}(x) > 0 ŋă [A; B] ŕřĺćěďěŋă ŋă řĺś. 7. Ďń£ ďřşčĺţ śńşůăěć čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ śńěďşěš ĺğ řĺś. 6.

4. Śłőřőśšĳ ĺ şśńőćĺ£ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďőć, ćżąőř ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£

Řăśśňőšřĺň ąőńěě śšřőčő ĺğńőęěŋŋżě ňěšőďż, şďěńĺć ćŋĺňăŋĺě ăŋăńĺğş śłőřőśšĺ ĺ şśńőćĺ£ň ĺţ śţőďĺňőśšĺ, ă šăłęě ŋăďńěęăźěňş ćżąőřş ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł łőřŋ¿.

Řĺś. 7. x�_i = ~x_i

4.1. Ňěšőď ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£

Ďń£ ďăŋŋőčő ňěšőďă śţőďĺňőśšĳ ł ŕřőśšőňş łőřŋ¿ őąěśŕěůĺćăěšś£ ďń£ ń¿ążţ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ f(x) (ć šőň ůĺśńě ŋěďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ), ďń£ łőšőřżţ ćżŕőńŋ£ěšś£ şśńőćĺě f(A)f(B) < 0. Ňěšőď śţőďĺšś£ śő śłőřőśšĳ¿ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ śő ğŋăňěŋăšěńěň 1/2, ŕřĺ ¡šőň ćżąĺřăšĳ ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ł łőřŋ¿ ŋě ŋşęŋő. Ğă őďŋş ĺšěřăűĺ¿ šőůŋőśšĳ şćěńĺůĺćăěšś£ ćďćőě, š.ě. şšőůŋěŋĺě šřěţ űĺťř šřěąşěš 10 ĺšěřăűĺľ.

4.2. Ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ

Ĺśśńěďşěň şśńőćĺ£ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă. Ěśńĺ ’(x) ĺňěěš ŋěŕřěřżćŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿, šő

x_{n+1} − —x = ’(x_n) − ’(—x) = (x_n − —x) ’^′();

čďě šőůłă ńěęĺš ňěęďş šőůłăňĺ x_n ĺ —x. Ŕő¡šőňş ěśńĺ ćś¿ďş ŋă [A; B] ĺňěěň |’^′(x)| ≤ q < 1, šő őšřěğłĺ |x_n− —x| şążćă¿š ŋě ňěďńěŋŋěľ ůńěŋőć čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ śő ğŋăňěŋăšěńěň q < 1, ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_n śţőďĺšś£ ŕřĺ ń¿ąőň ŋşńěćőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ x_0.

Ěśńĺ |’^′(x)| > 1, šő ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ |’^′(x)| ąőńĳÿě ěďĺŋĺűż ĺ ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£. Ć ¡šőň śńşůăě ĺšěřăűĺĺ śţőďĺšĳś£ ŋě ąşďşš. İšő ĺńń¿śšřĺřşěšś£ ŋă řĺś. 8 ďń£ ’^′(x) > 1 ĺ ’^′(x) < −1.

Ěśńĺ |’^′(x)| < 1 ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£, ŋő ćďăńĺ őš ŋěčő |’^′(x)| > 1, šő ĺšěřăűĺĺ ąşďşš śţőďĺšĳś£, łőčďă ŋşńěćőě ŕřĺąńĺęěŋĺě x_0 ćżąřăŋő ďőśšăšőůŋő ąńĺğłő ł łőřŋ¿. Ć ¡šőň śńşůăě ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň ŋşńěćőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ śţőďĺňőśšĺ ňőęěš ŋě ążšĳ.

Őůěćĺďŋő, ůšő ůěň ňěŋĳÿě q, šěň ążśšřěľ śţőďĺňőśšĳ. Ćąńĺğĺ łőřŋ£ ăśĺňŕšőšĺůěśłă£ śţőďĺňőśšĳ őŕřěďěń£ěšś£ ćěńĺůĺŋőľ |’^′(—x)| ĺ ąşďěš őśőąěŋŋő ążśšřőľ ŕřĺ ’^′(—x) = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, şśŕěţ ňěšőďă ğăćĺśĺš őš šőčő, ŋăśłőńĳłő şďăůŋő ćżąřăŋă ťşŋłűĺ£ ’(x). Ŋăŕřĺňěř, ďń£ ĺğćńěůěŋĺ£ łćăďřăšŋőčő łőřŋ£, š.ě. řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ x^2 = a, ňőęŋő ŕőńőęĺšĳ ’(x) = a=x ĺńĺ ’(x) = (x + a=x)=2 ĺ ğăŕĺśăšĳ šăłĺě ĺšěřăűĺőŋŋżě ŕřőűěśśż

x_{n+1} = a

x_n ĺńĺ x_{n+1} = 1 2 ( x_n + a x_n ) :

Ŕěřćżľ ŕřőűěśś ćőőąźě ŋě śţőďĺšś£, ă ćšőřőľ śţőďĺšś£ ŕřĺ ń¿ąőň x_0 ĺ őůěŋĳ ążśšřő, ŕőśłőńĳłş ’^′(—x) = 0.

Ŕőčřěÿŋőśšĳ |x_n − —x| śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ňőŋőšőŋŋő ŕřĺ śţőď£źěňś£ ĺšěřăűĺőŋŋőň ŕřőűěśśě (3), š.ł.

|x_n − —x| ≤ q|x_{n−1} − —x| ≤ |x_{n−1} − —x|:

İšő őğŋăůăěš, ůšő łăęďőě śńěďş¿źěě ğŋăůěŋĺě x_n £ćń£ěšś£ (ąěğ şůěšă őÿĺąőł őłřşčńěŋĺ£) ąőńěě šőůŋżň, ůěň ŕřěďÿěśšćş¿źěě ğŋăůěŋĺě x_{n−1}.

4.3. Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă

Ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ŋă őšřěğłě [A; B], f(A)f(B) < 0, ć łőšőřőň ĺźěšś£ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ (1), f^′(x) ĺ f^{′′}(x) ŋěŕřěřżćŋż ĺ śőţřăŋ£¿š ŕőśšő£ŋŋżě ğŋăłĺ. Ŕő ťőřňşńě Ńăčřăŋęă ĺňěěň 0 = f(—x) = f (x_n + (—x − x_n)) = f(x_n) + (—x − x_n)f^′();

čďě šőůłă ńěęĺš ňěęďş x_n ĺ —x.

Ğăňěŋĺć ŕřĺąńĺęěŋŋő f^′() ŋă f^′(x_n), —x ŋă x_{n+1} ĺ ćżŕőńŋĺć ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ŕőńşůĺň ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś (4). Ĺšěřăűĺĺ śţőď£šś£ ś šőľ śšőřőŋż, ś łőšőřőľ f(x)f^{′′}(x) > 0. Şďăůŋżň ŋăůăńĳŋżň ŕřĺąńĺęěŋĺěň x_0 ąşďěš šő, ďń£ łőšőřőčő ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő f(x_0)f^{′′}(x_0) > 0. Ěśńĺ ęě f(x_0)f^{′′}(x_0) < 0, šő ňż ňőęěň ńĺąő śďěńăšĳ őďŋş ńĺÿŋ¿¿ ĺšěřăűĺ¿ ďń£ šőčő, ůšőąż ŕőŕăśšĳ ć őąńăśšĳ ňőŋőšőŋŋőľ śţőďĺňőśšĺ (řĺś. 9), ńĺąő ćőőąźě ŋě śőľšĺśĳ ł łőřŋ¿, łőčďă ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě x_0 ŋě őůěŋĳ ţőřőÿěě (řĺś. 10).

Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ňőęŋő šăłęě ŕőńşůĺšĳ ĺğ řăğńőęěŋĺ£ f(x) ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă ć őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£ —x:

0 = f(—x) = f(x_n) + (—x − x_n)f^′(x_n) + 1 2 (—x − x_n)^2f^{′′}(); ∈ [x_n; —x];

ğăňěŋĺć —x ŋă x_{n+1} ĺ őšąřőśĺć ŕőśńěďŋĺľ ůńěŋ:

0 = f(x_n) + (x_{n+1} − x_n)f^′(x_n):

Řĺś. 9 Řĺś. 10

Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ ňěšőďă ŕřőśšżţ ĺšěřăűĺľ, ěśńĺ ćğ£šĳ ’(x) = x − f(x) f^′(x) : Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ’^′(x) = ff^{′′}(f_′)_2 :

Ěśńĺ —x £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň łőřŋěň, šő ćąńĺğĺ ŋěčő f(x) ∼= a(x − —x) ĺ ’^′(x) = 0. Ďń£ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě śţőďĺňőśšĺ ćżřăęăěšś£ ŋěřăćěŋśšćőň |’^′(x)| < 1. Ğŋăůĺš, ďń£ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň ŋşńěćőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ ĺšěřăűĺĺ śţőď£šś£, ěśńĺ ćś¿ďş ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő |ff^{′′}| < (f^′)^2. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě śţőďĺňőśšĳ ąşďěš ŋě ŕřĺ ń¿ąőň ŋşńěćőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ, ă šőńĳłő ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£.

Śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ćąńĺğĺ ŕřőśšőčő łőřŋ£ őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň

x_n − —x = 12 (x_{n−1} − —x)^2 ’^{′′}(); ∈ [x_{n−1}; —x];

łőšőřőě ŕőńşůăěšś£, ěśńĺ ć řăćěŋśšćě

x_n − —x = ’ (x_{n−1}) − ’(—x)

řăğńőęĺšĳ ŕřăćş¿ ůăśšĳ ć ř£ď Šěľńőřă ĺ şůěśšĳ, ůšő ’^′(—x) = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, ňěšőď Ŋĳ¿- šőŋă śţőďĺšś£ ś łćăďřăšĺůŋőľ śłőřőśšĳ¿ (šőčďă łăł ňěšőď ĺšěřăűĺĺ śţőďĺšś£ śő śłőřőśšĳ¿ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ). İšő őğŋăůăěš, ůšő ŕőčřěÿŋőśšĳ őůěřěďŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ćąńĺğĺ ŕřőśšőčő łőřŋ£ ŕřĺňěřŋő řăćŋă łćăďřăšş ŕőčřěÿŋőśšĺ ŕřěďżďşźěčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£, š.ě. ěśńĺ (n − 1)-£ ĺšěřăűĺ£ ďăćăńă šřĺ ćěřŋżţ ğŋăłă, šő n-£ ďăěš ŕřĺňěřŋő ÿěśšĳ ćěřŋżţ ğŋăłőć, ă (n+1)-£ şęě ŕřĺňěřŋő 12 ğŋăłőć. Čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă, řăśśňăšřĺćăěňőčő łăł řăğŋőćĺďŋőśšĳ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ, ŕřĺćěďěŋă ŋă řĺś. 11.

4.4. Łőňąĺŋĺřőćăŋŋżľ ňěšőď

Ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ŋă őšřěğłě [A; B], f(A)f(B) < 0, ć łőšőřőň ĺźěšś£ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ (1), f^′(x) ĺ f^{′′}(x) ŋěŕřěřżćŋż ĺ śőţřăŋ£¿š ŕőśšő£ŋŋżě ğŋăłĺ.

Ć ¡šĺţ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ţ ďćşţÿăčőćżľ ňěšőď ţőřď (5) ąşďěš śţőďĺšĳś£ ś ńĺŋěľŋőľ śłőřőśšĳ¿, ěśńĺ ć łăůěśšćě ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ x_0 ćğ£šĳ šőůłş, ć łőšőřőľ f(x_0)f^{′′}(x_0) > 0,ă ć łăůěśšćě ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ x_1 ćğ£šĳ šőůłş, ć łőšőřőľ ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ f(x_1) ĺňěěš ğŋăł, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ğŋăłş f(x_0). Ğŋăůěŋĺ£ňĺ x_0 ĺ x_1 ňőčşš ążšĳ, ŋăŕřĺňěř, śőőšćěšśšćş- ¿źĺě łőŋűż őšřěğłă [A; B]. İšőš ňěšőď ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ ňěšőďă ŕřőśšżţ ĺšěřăűĺľ, ěśńĺ ćğ£šĳ

’(x) = x − f(x) (x − x^0) f(x) − f(x_0):

Őďŋăłő ć ňěšőďě ţőřď, ć őšńĺůĺě őš ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă, ŕřőĺğćőďŋă£

’^′(x) = (x^0 − —x)^22 f^{′′}()f(x_0); ∈ [x_0; —x];

őšńĺůŋă őš ŋşń£, ůěň ĺ őąž£śŋ£ěšś£ ěčő ńĺŋěľŋă£ śţőďĺňőśšĳ. Ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ ćąńĺğĺ łőřŋ£ ąşďěš ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋěřăćěŋśšćő |’^′(x)| ≤ q < 1, ĺ ěśńĺ šőůłă x_1 ćğ£šă ĺğ ¡šőľ őłřěśšŋőśšĺ, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (5) ąşďěš śţőďĺšĳś£ ł łőřŋ¿ —x.

Ć śńşůăě ŕřĺňěŋěŋĺ£ łőňąĺŋĺřőćăŋŋőčő ňěšőďă (6) śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ąşďěš şćěńĺůěŋă ŋě šőńĳłő ğă śůěš ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă, ĺňě¿źěčő łćăďřăšĺůŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ, ŋő ĺ ğă śůěš šőčő, ůšő ŋă łăęďőň ÿăčě ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřőűěśśă ňěšőď ţőřď ŕřĺňěŋ£ěšś£ łăęďżľ řăğ ŋă őšřěğłě ňěŋĳÿěľ ďńĺŋż. Ďń£ łőňąĺŋĺřőćăŋŋőčő ňěšőďă ŋăůăńĳŋżě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ~x_0 ĺ x_0 ćżąĺřă¿šś£ ŕő ťőřňşńăň:

| ć śńşůăě f(A)f^{′′}(A) > 0

~x_0 = A − f (A) f^′(A); x^0 =

Af(B) − Bf(A) f(B) − f(A) ;

| ć śńşůăě f(B)f^{′′}(B) > 0

~x_0 = B − f (B) f^′(B); x^0 =

Af(B) − Bf(A) f(B) − f(A) :

5. Ŕřăłšĺůěśłĺě łřĺšěřĺĺ łőŋšřőń£ šőůŋőśšĺ

Ćőŕřőś ćżąőřă ŕřăłšĺůěśłĺ ŕřĺňěŋĺňżţ łřĺšěřĺěć łőŋšřőń£ šőůŋőśšĺ ćżůĺśńěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ łőřŋ£, š.ě. őŕřěďěńěŋĺ£ šőčő ňőňěŋšă, łőčďă śńěďşěš ŕřěłřăźăšĳ řăśśňőšřěŋŋżě ĺšěřăűĺőŋŋżě ŕřőűěśśż, šřěąşěš őšďěńĳŋőčő őąśşęďěŋĺ£. Łăğăńőśĳ ąż, ¡šőš ćőŕřőś ŕřőśš, ŕőśłőńĳłş śăň śőąőľ ŋăŕřăÿĺćăěšś£ łřĺšěřĺľ, śőčńăśŋő łőšőřőňş ő šőůŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋő ćżůĺśńěŋŋőčő łőřŋ£ —x^∗ ňőęŋő śşďĺšĳ ŕő šőňş, ŋăśłőńĳłő ţőřőÿő őŋ şďőćńěšćőř£ěš ğăďăŋŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ (1). Ŕřĺ ¡šőň ěśńĺ ůĺśńő |f(—x^∗)| ňăńő, šő śůĺšă¿š, ůšő —x^∗ £ćń£ěšś£ ţőřőÿĺň ŕřĺąńĺęěŋĺěň ďń£ šőůŋőčő łőřŋ£ —x. Őďŋăłő řĺś. 12 ŕőłăğżćăěš, ůšő ¡šő ŋě ćśěčďă šăł (" | ğăďăŋŋă£ šőůŋőśšĳ).

Řĺś. 12. x� = —x�

Ěśńĺ ůĺśńő f|(—x^∗)| ćěńĺłő, šő ¡šő ć śćő¿ őůěřěďĳ ŋě ćśěčďă őğŋăůăěš, ůšő —x^∗ £ćń£ěšś£ čřşążň ŕřĺąńĺęěŋĺěň łőřŋ£ —x. Ďăŋŋőě şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ĺğ řĺś. 13, ŋă łőšőřőň —x^∗ −—x < ".

Ĺńń¿śšřăűĺĺ ŋă ¡šĺţ řĺśşŋłăţ ńěčłő ŕőŋ£šĳ, ěśńĺ şůěśšĳ, ůšő ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ şřăćŋěŋĺ£ (1) ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő ¸ ≠ 0 ŕőńşůăěšś£ ¡łćĺćăńěŋšŋőě şřăćŋěŋĺě ¸f(x) = 0, ŕřĺůěň ůĺśńő |¸f(—x^∗)| ňőęŋő śďěńăšĳ śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿĺň ĺńĺ śłőńĳ şčőďŋő ňăńżň ğă śůěš ćżąőřă ňŋőęĺšěń£ ¸. Šăłĺň őąřăğőň, őűěŋłă ğŋăůěŋĺ£ |f(—x^∗)| ŋě ňőęěš śńşęĺšĳ ŕřăłšĺůěśłĺň łřĺšěřĺěň ŕřĺěňńěňőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋő ćżůĺśńěŋŋőčő łőřŋ£ —x^∗.

Łřőňě ¡šőčő ÿĺřőłő řăśŕřőśšřăŋěŋő ěźě őďŋő ğăąńşęďěŋĺě: ěśńĺ ŕřĺ ŕřĺňěŋěŋĺĺ ĺšěřăűĺőŋŋżţ ňěšőďőć ďćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ x_{n−1} ĺ x_n śőćŕăďă¿š ś ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ", šő šăłęě śŕřăćěďńĺćő ĺ ŋěřăćěŋśšćő |x_n − —x| < ". Őďŋăłő ć őąźěň śńşůăě ďăŋŋőě şšćěřęďěŋĺě őÿĺąőůŋő. Ŋăŕřĺňěř, ďń£ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ ćőğňőęěŋ śńşůăľ, ĺğőąřăęěŋŋżľ ŋă řĺś. 14.

Ńěčłő ŕőłăğăšĳ šăłęě, ůšő ěśńĺ ’^′(x) ąńĺğłă ł 1, šő ćěńĺůĺŋă |x_n−—x| ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿőľ, šőčďă łăł ğŋăůěŋĺě |x_n − x_{n−1}| őůěŋĳ ňăńő.

Łřĺšěřĺľ őűěŋłĺ šőůŋőśšĺ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ łőřŋ£ ŕő řăğŋőśšĺ ňěęďş ďćşň£ ěčő ŕőśńěďőćăšěńĳŋżňĺ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ňĺ ŋěŕřĺňěŋĺň ć őąźěň śńşůăě ŋě šőńĳłő ďń£ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ, ŋő ĺ ďń£ ń¿ążţ ĺšěřăűĺőŋŋżţ ňěšőďőć, łőšőřżě śţőď£šś£ ł łőřŋ¿ ś őďŋőľ

Řĺś. 13. x� = —x�

śšőřőŋż, š.ě. ďń£ őďŋőśšőřőŋŋĺţ ĺšěřăűĺőŋŋżţ ňěšőďőć. Ŋăŕřĺňěř, ĺ ďń£ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ć őąźěň śńşůăě śőćŕăďěŋĺě ś šőůŋőśšĳ¿ ďő " ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ x_{n−1} ĺ x_n ŋě čăřăŋšĺřşěš, ůšő ś šőľ ęě šőůŋőśšĳ¿ śőćŕăďşš x_n ĺ šőůŋżľ łőřěŋĳ (řĺś. 15).

Őďŋăłő ¡šĺň łřĺšěřĺěň ňőęŋő ś şśŕěţőň ŕőńĳğőćăšĳś£ ŋă ŕřăłšĺłě, łőčďă ĺšěřăűĺĺ őłăğżćă¿šś£ ŕőŕěřěňěŋŋő šő ś őďŋőľ śšőřőŋż, šő ś ďřşčőľ śšőřőŋż łőřŋ£, š.ě. ďń£ ďćşţśšőřőŋŋĺţ ĺšěřăűĺőŋŋżţ ňěšőďőć. Ł ĺţ ůĺśńş őšŋőś£šś£ ňěšőď ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£, łőňąĺŋĺřőćăŋŋżľ ňěšőď ĺ ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ ć śńşůăě −1 < ’^′(x) < 0 (řĺś. 4).

Ŕřěęďě ůěň ŕěřěľšĺ ł řăśśňőšřěŋĺ¿ ŕřăłšĺůěśłĺţ łřĺšěřĺěć ďń£ őďŋőśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć, śďěńăěň őďŋő ćăęŋőě ğăňěůăŋĺě, śőśšő£źěě ć śńěďş¿źěň. Ŋĺ ŋă őďŋőľ ĺğ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ňăÿĺŋ ŋěćőğňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ćśě ňŋőęěśšćő ćěźěśšćěŋŋżţ (ďěľśšćĺšěńĳŋżţ) ůĺśěń ć śĺńş őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ řăğř£ďŋőľ śěšłĺ ňăÿĺŋŋőčő śńőćă. Ťăłšĺůěśłĺ ňăÿĺŋă őŕěřĺřşěš ś ŋěłőšőřżň łőŋěůŋżň ňŋőęěśšćőň řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń, ŕřěďśšăćńěŋŋżţ ś ŕńăćă¿źěľ šőůłőľ (ğăŕ£šőľ). Ŕő¡šőňş ŋěőąţőďĺňő şůĺšżćăšĳ řăğńĺůĺ£, śşźěśšćş¿źĺě ňěęďş ĺďěăńĳŋőľ ăřĺťňěšĺłőľ ĺ řěăńĳŋőľ ňăÿĺŋŋőľ ăřĺťňěšĺłőľ. Ć ŋăÿěň śńşůăě ěśńĺ ňăšěňăšĺůěśłĺ ğăďăŋŋă£ (ĺďěăńĳŋă£) ťşŋłűĺ£ f ŋěŕřěřżćŋă ĺ ňěŋ£ěš ğŋăł ŋă őšřěğłě [A; B], šő řěăńĳŋő ćżůĺśń£ěňă£ ŋă ňăÿĺŋě ťşŋłűĺ£ ŕřĺŋĺňăěš ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ńĺÿĳ ďĺśłřěšŋőě ňŋőęěśšćő ğŋăůěŋĺľ, ŕřĺůěň śřěďĺ ¡šĺţ ğŋăůěŋĺľ ňőęěš ŋě őłăğăšĳś£ ŋşń£ ťşŋłűĺĺ f. İšő őğŋăůăěš, ůšő ŋăň śńěďşěš ĺśłăšĳ ŋě ŋşńĳ ťşŋłűĺĺ f, ă ŋăśšőńĳłő ňăńżľ őšřěğőł [¸; ˛], ŋă łőšőřőň f ňěŋ£ěš ğŋăł, ůšő ěčő ďńĺŋă ąşďěš ňěŋĳÿě ŋěłőšőřőľ šřěąşěňőľ šőůŋőśšĺ ". Ěśńĺ šăłĺň őąřăğőň őśşźěśšćń£ěšś£ łőŋšřőńĳ ćżůĺśńěŋĺľ, šő " £ćń£ěšś£ ăąśőń¿šŋőľ šőůŋőśšĳ¿. İšőš śŕőśőą łőŋšřőń£ šőůŋőśšĺ ŕřĺňěŋĺň šőńĳłő ďń£ ďćşţśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć, ŕőśłőńĳłş ďń£ ŋĺţ śšřőĺšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćńőęěŋŋżţ őšřěğłőć, śőďěřęăźĺţ ĺśłőňżľ ŋşńĳ. Ŕřĺ ¡šőň őšřěğőł [¸; ˛] ňőęŋő śşğĺšĳ ŋăśšőńĳłő, ůšő ěčő łőŋűěćżňĺ šőůłăňĺ ąşďşš ďćă śőśěďŋĺţ ŕřěďśšăćĺňżţ ć ňăÿĺŋě ůĺśńă. Őďŋăłő ďń£ őďŋőśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć ňż ŋě ňőęěň ćěśšĺ łőŋšřőńĳ ŕő šăł őŕřěďěńěŋŋőľ ăąśőń¿šŋőľ šőůŋőśšĺ, ŕőśłőńĳłş ¡šĺ ňěšőďż ŋě ďă¿š ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ćńőęěŋŋżţ śşęă¿źĺţś£ őšřěğłőć, śőďěřęăźĺţ ŋşńĳ ťşŋłűĺĺ. Ć ¡šőň śńşůăě ŋěőąţőďĺňő ććěśšĺ ŋěłőšőřş¿ őšŋőśĺšěńĳŋş¿ ţăřăłšěřĺśšĺłş šőůŋőśšĺ ćżůĺśńěŋĺľ, ŋăŕřĺňěř, šăłş¿: ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ŕřőćőďĺšĳ ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŕőčřěÿŋőśšĳ řěğşńĳšăšă ŋě őłăęěšś£ ňěŋĳÿě ďńĺŋż őšřěğłă [A; B], şňěŋĳÿěŋŋőľ ć ğăďăŋŋőě łőńĺůěśšćő řăğ. Ć őűěŋłăţ ŕőčřěÿŋőśšĺ ćňěśšő ďńĺŋż őšřěğłă [A; B] ĺśŕőńĳğş¿š řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ŋşńěćżň ŕřĺąńĺęěŋĺěň ĺ ğŋăůěŋĺěň ŋşń£, łőšőřőě, ŕřăćďă, ğăřăŋěě ŋěĺğćěśšŋő. Ć ¡šőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő ŋşńĳ ťşŋłűĺĺ (łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£) ŋăľďěŋ ś őšŋőśĺšěńĳŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ", ěśńĺ ćżůĺśńěŋő šăłőě ŕřĺąńĺęěŋĺě x_n, ůšő ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő |x_n − —x| ≤ "|x_0 − —x|:

İšő őğŋăůăěš, ůšő ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ďőńęěŋ ŕřőďőńęăšĳś£ ďő šěţ ŕőř, ŕőłă řăśśšő£ŋĺě őš ŋşńěćőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ďő ĺśłőňőčő ŋşń£ ŋě ąşďěš şňěŋĳÿěŋő ć 1=" řăğ.

Ďń£ ďćşśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć, łőŋěůŋő, ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ (1) ś őšŋőśĺšěńĳŋőľ šőůŋőśšĳ¿. Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ łřĺšěřĺĺ łőŋšřőń£ šőůŋőśšĺ ďń£ ňěšőďă ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£ ˛ − ¸ ≤ 2^{−N} (B − A), čďě N | łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ, čőćőř£š, ůšő łőřěŋĳ ŋăľďěŋ ś őšŋőśĺšěńĳŋőľ šőůŋőśšĳ¿ 2^{−N} . Ć łřĺšěřĺĺ ˛ − ¸ ≤ " ůĺśńő " ąşďěš ăąśőń¿šŋőľ šőůŋőśšĳ¿. Ďń£ őďŋőśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć ććőď£šś£ śćőĺ łřĺšěřĺĺ łőŋšřőń£ ćżůĺśńěŋĺľ ŕő ăąśőń¿šŋőľ šőůŋőśšĺ, ŋő őŋĺ őšńĺůă¿šś£ őš őŕřěďěńěŋŋőčő ćżÿě ĺ őśŋőćăŋż, ŋăŕřĺňěř, ŋă őűěŋłăţ ďń£ |x_n − —x|.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŕřăłšĺůěśłĺě łřĺšěřĺĺ łőŋšřőń£ šőůŋőśšĺ ďń£ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ. Ć śńşůăě |’^′(x)| ≤ q < 1 ćěřŋă śńěďş¿źă£ őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ ďń£ n-čő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł łőřŋ¿:

|x_n − —x| ≤ q |x_{n−1} − —x| ≤ : : : ≤ q^n|x_0 − —x|:

Ěśńĺ łőřěŋĳ —x şřăćŋěŋĺ£ (2) ĺźěšś£ ś őšŋőśĺšěńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿ " > 0, ůšőąż ŕřĺ ćśěţ n ≥ n_0(") ćżŕőńŋ£ńőśĳ ŋěřăćěŋśšćő

|x_n − —x| ≤ " |x_0 − —x|; (7)

šő łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ, ŕřĺ łőšőřőň ćżŕőńŋěŋő ďăŋŋőě ŋěřăćěŋśšćő, őŕřěďěń£ěšś£ ĺğ şśńőćĺ£ q^n ≤ ", š.ě. n ≥ ln (1=") ln (1=q):

Šăłĺň őąřăğőň, ňĺŋĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ n_0("), ŕřĺ łőšőřőň ďőśšĺčăěšś£ ğăďăŋŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋă£ šőůŋőśšĳ ", řăćŋő

n_0(") =

[ ln (1=") ln (1=q) ] ; (8) čďě [a] | űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă a. İšő śőőšŋőÿěŋĺě ňőęěš ążšĳ ĺśŕőńĳğőćăŋő ŋă ŕřăłšĺłě ďń£ őłőŋůăŋĺ£ ĺšěřăűĺľ. Ďăŋŋă£ őűěŋłă őąńăďăěš šěň ŋěďőśšăšłőň, ůšő ďń£ ěě ŕřĺňěŋěŋĺ£ ęěńăšěńĳŋő ŕőšőůŋěě ğŋăšĳ ğŋăůěŋĺě q.

Ďřşčĺě ŕřĺňěŋĺňżě ŋă ŕřăłšĺłě őűěŋłĺ ĺňě¿š ćĺď

|x_n − —x| ≤ q^n1 − q |x_1 − x_0|; |x_n − —x| ≤ q1 − q |x_n − x_{n−1}|; (9)

őďŋăłő šăłęě šřěąş¿š ğŋăŋĺ£ q.

Ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ śńěďş¿źĺľ łřĺšěřĺľ śţőďĺňőśšĺ. Ćąńĺğĺ łőřŋ£ ĺšěřăűĺĺ śţőď£šś£ ŕřĺňěřŋő łăł čěőňěšřĺůěśłă£ ŕřőčřěśśĺ£ śő ğŋăňěŋăšěńěň

q = x^n − x^{n−1}

x_{n−1} − x_{n−2} :

Ůšőąż śşňňă ďăńĳŋěľÿĺţ ěě ůńěŋőć ŋě ŕřěćőśţőďĺńă ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ ", šő ďőńęěŋ ćżŕőńŋ£šś£ šăłőľ łřĺšěřĺľ śţőďĺňőśšĺ: | |q x^n − x^{n−1} 1 − q | | = (x_n − x_{n−1})^2 |2x_{n−1} − x_n − x_{n−2}| < ": (10)

Ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ ¡šőčő şśńőćĺ£ ĺšěřăűĺĺ (3) ňőęŋő ŕřěłřăźăšĳ. Őďŋăłő ŋě śńěďşěš ğăążćăšĳ, ůšő ¡šőš łřĺšěřĺľ ŕřĺňěŋĺň ćąńĺğĺ łőřŋ£.

Őűěŋłĺ (9) ĺ (10) ŕřĺňěŋ£¿šś£, łőčďă łőřěŋĳ ĺźěšś£ ś ăąśőń¿šŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĳ¿ ". Ďń£ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă şśńőćĺě őłőŋůăŋĺ£ ĺšěřăűĺľ ŕřĺ łőŋšřőńě šőůŋőśšĺ ŕő őšŋőśĺšěńĳŋőľ őÿĺąłě őŕřěďěń£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćőň

n ≥ n_0(") = [log_2 log_2 (1=")]: (11)

Ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ ďăŋŋőčő ŋěřăćěŋśšćă ćěřŋă őűěŋłă (7). Őűěŋłă ďń£ ăąśőń¿šŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ n-čő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł łőřŋ¿ —x ŕő ňěšőďş Ŋĳ¿šőŋă őŕřěďěń£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćőň

|—x − x_n| ≤ f(x^n)m_1 ; (12) čďě m_1 | ŋăĺňěŋĳÿěě ğŋăůěŋĺě f^′(x) ŋă őšřěğłě [A; B]. İšă őűěŋłă ćżšěłăěš ĺğ ťőřňşńż Ńăčřăŋęă f(—x) − f(x_n) = (—x − x_n)f^′();

čďě | ŕřőňěęşšőůŋőě ğŋăůěŋĺě ňěęďş —x ĺ x_n, ă f(—x) = 0.

Ňěšőď ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£ śńěďşěš ŕřĺňěŋ£šĳ ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő |x_n − x_{n−1}| ≤ 2", čďě " | ğăďăŋŋă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ. Šőčďă śěřěďĺŋă ŕőśńěďŋěčő őšřěğłă ďăśš ğŋăůěŋĺ£ łőřŋ£ ś šřěąşěňőľ ăąśőń¿šŋőľ šőůŋőśšĳ¿.

Ďń£ łőňąĺŋĺřőćăŋŋőčő ňěšőďă (6) ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ŕřěłřăźăěšś£, ěśńĺ |x_n − ~x_n| őłăğżćăěšś£ ňěŋĳÿě ", čďě " | ğăďăŋŋă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ. Ć łăůěśšćě ğŋăůěŋĺ£ łőřŋ£ űěńěśőőąřăğŋő ćğ£šĳ —x^∗ = x^n

+ ~x_n 2 : 6. Łřăšłőě śřăćŋěŋĺě ňěšőďőć

1) Ňěšőď ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£. İšőš ňěšőď ŕřőśš ĺ őůěŋĳ ŋăďěęěŋ, ŕőśłőńĳłş őąěśŕěůĺćăěšś£ śţőďĺňőśšĳ ł ŕřőśšőňş łőřŋ¿ ďń£ ń¿ążţ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ f(x), ć šőň ůĺśńě ŋěďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ, ŕřĺ ¡šőň ňěšőď şśšőľůĺć ł őÿĺąłăň őłřşčńěŋĺ£. Őďŋăłő śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ, śőćŕăďă¿źă£ śő śłőřőśšĳ¿ śţőďĺňőśšĺ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ śő ğŋăňěŋăšěńěň 1/2, ŋěćěńĺłă: ğă őďŋş ĺšěřăűĺ¿ šőůŋőśšĳ şćěńĺůĺćăěšś£ ŕřĺňěřŋő ćďćőě, š.ě. şšőůŋěŋĺě šřěţ űĺťř šřěąşěš 10 ĺšěřăűĺľ. Ğăšő šőůŋőśšĳ őšćěšă čăřăŋšĺřşěšś£, ŕőśłőńĳłş ĺśłőňżľ łőřěŋĳ ćśěčďă ğăłń¿ůěŋ ć śăňőň ćŋşšřěŋŋěň őšřěğłě ŕőśšřőěŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ďńĺŋă łőšőřőčő ňőęěš ążšĳ śďěńăŋă ňěŋĳÿěľ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ. Ŕő¡šőňş ŕřăłšĺůěśłă£ őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ ćżůĺśńěŋŋőčő ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ łőřŋ£ ŋě ŕřěďśšăćń£ěš ğăšřşďŋěŋĺľ.

Ŕěřěůĺśńĺň ŋěďőśšăšłĺ ňěšőďă ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£. Ďń£ ěčő ŕřĺňěŋěŋĺ£ ŋěőąţőďĺňő ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ŋăľšĺ őšřěğőł, ŋă łőšőřőň ťşŋłűĺ£ ňěŋ£ěš ğŋăł. Ěśńĺ ŋă ¡šőň őšřěğłě ńěęĺš ŋěśłőńĳłő łőřŋěľ, šő ğăřăŋěě ŋěĺğćěśšŋő, ł łăłőňş ĺğ ŋĺţ śőľďěšś£ ŕřőűěśś (ţőš£ ł őďŋőňş ĺğ ŋĺţ ğăćěďőňő śőľďěšś£). Ňěšőď ŋěŕřĺňěŋĺň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łőřŋěľ ůěšŋőľ łřăšŋőśšĺ. Ďń£ łőřŋěľ ŋěůěšŋőľ ćżśőłőľ łřăšŋőśšĺ őŋ śţőďĺšś£, ŋő ňěŋěě şśšőľůĺć ł őÿĺąłăň őłřşčńěŋĺ£, ćőğŋĺłă¿źĺţ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ f(x), ĺ ňěŋěě šőůěŋ. Ěčő ŋěńĳğ£, ł śőęăńěŋĺ¿, őąőąźăšĳ ŋă śńşůăľ śĺśšěň şřăćŋěŋĺľ.

Ňěšőď ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£ ŕřĺňěŋ£ěšś£ ďń£ čřşąőčő ŋăţőęďěŋĺ£ łőřŋěľ, šăł łăł ŕřĺ şćěńĺůěŋĺĺ šőůŋőśšĺ ğŋăůĺšěńĳŋő ćőğřăśšăěš őąžěň ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ řăąőšż. Ěśńĺ łăęďőě ćżůĺśńěŋĺě f(x) ŋěśńőęŋő, šő ďăŋŋżľ ňěšőď ćŕőńŋě řěłőňěŋďşěšś£ ďń£ ŕřăłšĺůěśłĺţ ŕřĺňěŋěŋĺľ.

2) Ňěšőď ŕřőśšżţ ĺšěřăűĺľ. İšőš ňěšőď ĺňěěš ćăęŋőě ďőśšőĺŋśšćő, ŕőśłőńĳłş ć ŋěň ŋě ŋăłăŕńĺćă¿šś£ őÿĺąłĺ ćżůĺśńěŋĺľ (šăłĺě ňěšőďż ŋăğżćă¿šś£ śăňőĺśŕřăćń£¿źĺňĺś£). Őšďěńĳŋă£ őÿĺąłă ć ćżůĺśńěŋĺ£ţ, ŋě ćżćőď£źă£ ğă ŕřěďěńż őšřěğłă [A; B], ŋě ŕőćńĺ£ěš ŋă łőŋěůŋżľ řěğşńĳšăš, šăł łăł őÿĺąőůŋőě ğŋăůěŋĺě ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ŋőćőě ŋăůăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě x_0; ćőğňőęŋő, ćőğřăśšěš ńĺÿĳ łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ. Ćŕřőůěň, ¡šĺň śćőľśšćőň őąńăďă¿š ćśě őśšăńĳŋżě řăśśňőšřěŋŋżě ňěšőďż.

Ć őšńĺůĺě őš ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ĺ łőňąĺŋĺřőćăŋŋőčő ňěšőďă ć ¡šőň ňěšőďě ŋě šřěąşěšś£ ćżůĺśń£šĳ ŕřőĺğćőďŋżě f^′(x), ă śőőšćěšśšćş¿źĺň ŕőďąőřőň ’(x) ňőęŋő ďőąĺšĳś£ ąőńěě ążśšřőľ śţőďĺňőśšĺ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ňěšőďőň ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£.

Şłăęěň őďĺŋ ďőćőńĳŋő őąźĺľ ŕřĺěň ŕřĺćěďěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (1) ł ćĺďş (2), ďń£ łőšőřőčő őąěśŕěůěŋő ćżŕőńŋěŋĺě ŋěřăćěŋśšćă |’^′(x)| ≤ q < 1. Ŕşśšĳ ĺśłőňżľ łőřěŋĳ —x ńěęĺš ŋă őšřěğłě [A; B], ŕřĺůěň 0 < m_1 ≤ f^′(x) ≤ M_1: (13)

Ěśńĺ f^′(x) őšřĺűăšěńĳŋă£, šő ćňěśšő şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0 řăśśňăšřĺćăěň şřăćŋěŋĺě −f(x) = 0. Ğăňěŋĺň şřăćŋěŋĺě (1) ¡łćĺćăńěŋšŋżň ěňş şřăćŋěŋĺěň

x = ’(x) = x − –f(x); – > 0:

Ŕőďąěřěň ŕăřăňěšř – šăł, ůšőąż ŋă [A; B] ćżŕőńŋ£ńĺśĳ ŋěřăćěŋśšćă

0 ≤ ’^′(x) = 1 − –f^′(x) ≤ q < 1: (14)

Őšś¿ďă ć śĺńş (13) ŕőńşůăěň

0 ≤ 1 − –M_1 ≤ 1 − –m_1 ≤ q:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ňőęŋő ćżąĺřăšĳ – = 1 M_1 ; q = 1− m_1 M_1 < 1. Šőčďă ŋěřăćěŋśšćă (14) ćżŕőńŋěŋż.

3) Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă. İšőš ňěšőď ŕřĺ " → 0 ăśĺňŕšőšĺůěśłĺ šřěąşěš ňěŋĳÿěčő łőńĺůěśšćă ĺšěřăűĺľ. Śţőďĺňőśšĳ ňěšőďă łćăďřăšĺůŋă£, ţőš£ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ łřăšŋżţ łőřŋěľ őŋ ĺňěěš śłőřőśšĳ šőńĳłő čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ. İšő őąşśńőćńěŋő šěň, ůšő ěśńĺ —x £ćń£ěšś£ płřăšŋżň łőřŋěň, šő ćąńĺğĺ ŋěčő f(x) ≈ a(x − —x)^p ĺ ’^′(x) = p − 1 p , őšłşďă 0 ≤ ’^′(x) < 1, ŕőśłőńĳłş p > 1. Śşňňăřŋżľ őąžěň ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ řăąőšż ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ŕőř£ďłă

(¸_1 + ¸_2) log_2 log_2(1=");

čďě ¸_1 ĺ ¸_2 | ůĺśńő őŕěřăűĺľ, šřěąşěňżţ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ f(x) ĺ f^′(x). Őďŋăłő őąžěň ćżůĺśńěŋĺľ ąşďěš ňěŋĳÿě, ěśńĺ őŕěřăűĺĺ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ f(x) ĺ f^′(x) ňőęŋő śőćňěśšĺšĳ.

Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ţőřőÿ ěźě šěň, ůšő ŕřĺ ěčő ŕőňőźĺ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ łőňŕńěłśŋżě łőřŋĺ, ěśńĺ ğăďăšĳ łőňŕńěłśŋőě ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě. İšő ęě őšŋőśĺšś£ ł ňěšőďş ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ.

Ĺğ ğăŕĺśĺ (4) śńěďşěš, ůšő ůěň ąőńĳÿě ůĺśńěŋŋőě ğŋăůěŋĺě f^′(x) ć őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£, šěň ňěŋĳÿě ŕőŕřăćłă ł (n + 1)-y ŕřĺąńĺęěŋĺ¿. Ŕő¡šőňş ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă őśőąěŋŋő şďőąŋő ŕřĺňěŋ£šĳ, łőčďă ćąńĺğĺ łőřŋ£ čřăťĺł ťşŋłűĺĺ y = f(x) ĺňěěš ąőńĳÿş¿ łřşšĺğŋş. Őďŋăłő ěśńĺ ğŋăůěŋĺě f^′(x) ňăńő, šő ŕőŕřăćłĺ ąşďşš ćěńĺłĺ, ă ğŋăůĺš ćżůĺśńěŋĺě łőřŋ£ ňőęěš őłăğăšĳś£ ďőńčĺň ĺńĺ ćőćśě ŋěćőğňőęŋżň. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ěśńĺ łřĺćă£ y = f(x) ćąńĺğĺ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ś őśĳ¿ ăąśűĺśś ŕőůšĺ čőřĺğőŋšăńĳŋă, šő ŕřĺňěŋěŋĺě ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ŋě řěłőňěŋďşěšś£.

4) Łőňąĺŋĺřőćăŋŋżľ ňěšőď. Ŋěďőśšăšőł őďŋőśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć, ł łőšőřżň őšŋőśĺšś£ ňěšőďż ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ (ć őąźěň śńşůăě) ĺ Ŋĳ¿šőŋă, śőśšőĺš ć šřşďŋőśšĺ łőŋšřőń£ šőůŋőśšĺ ćżůĺśńěŋĺľ. Ć ňěšőďě ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£ ¡šőš ŋěďőśšăšőł őšśşšśšćşěš, ŕőśłőńĳłş ŕőśńěďőćăšěńĳŋżě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ńěęăš ŕő řăğŋżě śšőřőŋż őš łőřŋ£, ĺ ŕő¡šőňş łőŋšřőńĳ šőůŋőśšĺ ňőęŋő ćěśšĺ ŕő ĺţ řăğŋőśšĺ. Šăłőě ŕřěĺňşźěśšćő ďćşśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć ŕřĺśşźě łőňąĺŋĺřőćăŋŋőňş ňěšőďş. Ć ŋěň śőůěšăěšś£ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ĺ ňěšőď ţőřď, ć łőšőřżţ ňőŋőšőŋŋă£ (őďŋőśšőřőŋŋ££) śţőďĺňőśšĳ ŕřőĺśţőďĺš ŕő řăğŋżě śšőřőŋż łőřŋ£, ďőśšĺčă£ ŕřĺ ¡šőň ąőńěě ążśšřőľ śţőďĺňőśšĺ, ůěň ć ňěšőďě ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£.

7. İšăŕż ćżŕőńŋěŋĺ£ ğăďăŋĺ£ ĺ śőďěřęăŋĺě őšůěšă

Łăęďżľ ćăřĺăŋš ğăďăŋĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ ůĺśńőň, ğŋăůěŋĺě łőšőřőčő śńěďşěš ćżůĺśńĺšĳ ć řěğşńĳšăšě řěÿěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŋěńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ďćşň£ ĺğ řăśśňőšřěŋŋżţ ćżÿě ňěšőďőć ĺ ś ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĳ¿. Ćżŕőńŋěŋĺě ğăďăŋĺ£ řăğąĺćă¿šś£ ŋă śńěďş¿źĺě ¡šăŕż.

1) Śőśšăćńěŋĺě şřăćŋěŋĺľ ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ ĺśłőňőčő ůĺśńă. Ŋăŕřĺňěř, ŕşśšĳ šřěąşěšś£ ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě √ ı ňěšőďăňĺ ďěńěŋĺ£ ŕőŕőńăň ĺ Ŋĳ¿šőŋă. Šőčďă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ —x^∗ = ı ňőęŋő ćğ£šĳ şřăćŋěŋĺě sin x = 0, łőšőřőě řěÿăěšś£ ŕěřćżň ňěšőďőň, ă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ √ ı ňőęŋő ćğ£šĳ şřăćŋěŋĺě x^2 = —x^∗, łőšőřőě ğăšěň řěÿăěšś£ ňěšőďőň Ŋĳ¿šőŋă.

2) Őŕřěďěńěŋĺě őšřěğłőć, śőďěřęăźĺţ ğŋăůěŋĺ£ ćżůĺśń£ěňżţ ćěńĺůĺŋ, š.ě. ćżŕőńŋěŋĺě ŕřőűěďşř őšďěńěŋĺ£ łőřŋěľ őďŋĺň ĺğ řăśśňőšřěŋŋżţ śŕőśőąőć.

3) Řěÿěŋĺě śőśšăćńěŋŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ŋă śőőšćěšśšćş¿źĺţ őšřěğłăţ; ć řěğşńĳšăšě ďőńęŋő ążšĳ ŕőńşůěŋő ŕřĺąńĺęěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ĺśłőňőčő ůĺśńă.

4) Ćżůĺśńěŋĺě ĺśłőňőčő ůĺśńă ś ŕőňőźĳ¿ śšăŋďăřšŋżţ ťşŋłűĺľ ĺśŕőńĳğşěňőčő £ğżłă ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£ ĺ śřăćŋěŋĺě řěğşńĳšăšă ś ěčő ŕřĺąńĺęěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň (¡šĺň őŕřěďěń£- ěšś£ ťăłšĺůěśłă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ć ŕřĺąńĺęěŋŋőň ğŋăůěŋĺĺ ůĺśńă).

Ŋăŕřĺňěř, ůĺśńő √ ı ŋă £ğżłě ŤŐŘŠŘĂŊ ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋő ŕşšěň ćżůĺśńěŋĺ£ śńěďş- ¿źěčő ćżřăęěŋĺ£: SQRT (4:0 ∗ ATAN(1:0))

5) Řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺľ ć šěţ ęě řěęĺňăţ ŕő őďŋőľ ĺğ ŕřőčřăňň Ąĺąńĺőšěłĺ ůĺśńěŋŋőčő ăŋăńĺğă ŊĹĆŰ ŇČŞ (http://www.srcc.msu.su/num anal).

6) Ăŋăńĺğ ŕőńşůěŋŋżţ řěğşńĳšăšőć, ć šőň ůĺśńě śřăćŋěŋĺě śőśšăćńěŋŋżţ ŕőďŕřőčřăňň, řěăńĺğş¿źĺţ ğăďăŋŋżě ňěšőďż, ś ćżąřăŋŋőľ ąĺąńĺőšěůŋőľ ŕőďŕřőčřăňňőľ ŕő śłőřőśšĺ ĺ ďőśšĺčŋşšőľ šőůŋőśšĺ.

Ŕő őłőŋůăŋĺĺ ćżŕőńŋěŋĺ£ ğăďăŋĺ£ śőśšăćń£ěšś£ őšůěš, ć łőšőřżľ ŕőňĺňő őŕĺśăŋĺ£ řěğşńĳšăšőć, ŕőńşůěŋŋżţ ŋă ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ¡šăŕăţ, ŋěőąţőďĺňő ćłń¿ůĺšĳ łřăšłőě őŕĺśăŋĺě ğăďăŋŋżţ ňěšőďőć, şśńőćĺľ ĺ śłőřőśšĺ ĺţ śţőďĺňőśšĺ, łřĺšěřĺěć łőŋšřőń£ šőůŋőśšĺ ĺ ćżąőř ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ, ă šăłęě řěğşńĳšăšż řăśůěšőć.

8. Śšřşłšşřă ŕřőčřăňňż ĺ řěğşńĳšăšż śůěšă

Ďń£ ćżŕőńŋěŋĺ£ ğăďăŋĺ£ šřěąşěšś£ śőśšăćĺšĳ ŕřőčřăňňş ĺ ŕřőćěśšĺ ŕő ŋěľ ŋěőąţőďĺňżě řăśůěšż. Ŕřőčřăňňă ďőńęŋă śőśšő£šĳ ĺğ čőńőćŋőľ ŕřőčřăňňż, ŕőďŕřőčřăňň, řěăńĺğş¿źĺţ ğăďăŋŋżě ňěšőďż, ĺ ŕőďŕřőčřăňň{ťşŋłűĺľ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ f(x), f^′(x) ĺńĺ ’(x) ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ňěšőďă. Šăłă£ ňőďşńĳŋă£ śšřşłšşřă ŕřőčřăňňż őąńěčůăěš ĺśśńěďőćăŋĺě ňěšőďőć ďń£ řăğńĺůŋżţ řěęĺňőć śůěšă ĺ ŕőğćőń£ěš ńěčłő ňěŋ£šĳ łőŋłřěšŋżľ ćĺď ťşŋłűĺľ.

Ć čőńőćŋőľ ŕřőčřăňňě ğăďă¿šś£ őŕřěďěńěŋŋă£ ćăřĺăŋšőň šőůŋőśšĳ ćżůĺśńěŋĺľ, łőŋűż őšřěğłőć, śőďěřęăźĺţ ğŋăůěŋĺ£ ćżůĺśń£ěňżţ ćěńĺůĺŋ, ďřşčĺě ŕăřăňěšřż, ŋěőąţőďĺňżě ďń£ řăąőšż ŕőďŕřőčřăňň, řěăńĺğş¿źĺţ šřěąşěňżě ňěšőďż, ă šăłęě őśşźěśšćń£¿šś£ őąřăźěŋĺ£ ł ŋĺň. Łăęďă£ šăłă£ ŕőďŕřőčřăňňă ĺňěěš śćő¿ śŕěűĺťĺłş, ŕřőďĺłšőćăŋŋş¿ śŕěűĺťĺłőľ ňěšőďă, łőšőřă£ őŕřěďěń£ěš śŕĺśőł ĺ śňżśń ťőřňăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć. Řăśśňőšřĺň ňĺŋĺňăńĳŋżľ ŋăąőř ŕăřăňěšřőć ďń£ łăęďőčő ňěšőďă, őšňěšĺć, ůšő łăęďă£ ŕřőčřăňňă ďőńęŋă śőďěřęăšĳ ć łăůěśšćě ťőřňăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć łőŋűěćżě šőůłĺ őšřěğłă [A; B], ŋă łőšőřőň şšőůŋ£ěšś£ łőřěŋĳ, ĺ ćżůĺśńěŋŋőě ŕřĺąńĺęěŋŋőě ğŋăůěŋĺě łőřŋ£.

1) Ňěšőď ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£. Ďń£ ¡šőčő ňěšőďă řěăńĺğş¿źă£ ěčő ŕőďŕřőčřăňňă ć łăůěśšćě ťőřňăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ďőńęŋă śőďěřęăšĳ ĺň£ ŕőďŕřőčřăňňż{ťşŋłűĺĺ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ f(x), šőůŋőśšĳ ", ś łőšőřőľ ĺźěšś£ łőřěŋĳ ŋă [A; B], ĺ őűěŋłş ňăłśĺňăńĳŋőčő łőńĺůěśšćă ĺšěřăűĺľ.

2) Łőňąĺŋĺřőćăŋŋżľ ňěšőď. Ďń£ ¡šőčő ňěšőďă řěăńĺğş¿źă£ ěčő ŕőďŕřőčřăňňă ďőńęŋă śőďěřęăšĳ šě ęě ťőřňăńĳŋżě ŕăřăňěšřż, ůšő ĺ ďń£ ňěšőďă ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£, šőńĳłő ŋăř£ďş ś ĺňěŋěň ŕőďŕřőčřăňňż{ťşŋłűĺĺ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ f(x) śńěďşěš şłăğżćăšĳ ěźě ĺň£ ŕőďŕřőčřăňňż, ćżůĺśń£¿źěľ ğŋăůěŋĺ£ łăł f(x), šăł ĺ f^′(x), łőšőřă£, ěśšěśšćěŋŋő, ďőńęŋă ĺňěšĳ šřĺ ťőřňăńĳŋżţ ŕăřăňěšřă ďń£ ğăďăŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ šőůłĺ x ĺ ćżůĺśńěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ f ĺ f^′ ć ¡šőľ šőůłě x. İšő śńěďşěš śďěńăšĳ ŕőšőňş, ůšő f(x) ĺ f^′(x) ňőčşš ĺňěšĳ őąźĺě ůăśšĺ, łőšőřżě ńşůÿě őąžěďĺŋĺšĳ ć őďŋőľ ŕőďŕřőčřăňňě ďń£ şňěŋĳÿěŋĺ£ őąžěňă ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ řăąőšż ŕřĺ ŕřĺňěŋěŋĺĺ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă.

Ŕřĺňěůăŋĺě. Ďń£ ¡šĺţ ďćşţ ňěšőďőć ňăłśĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ śńěďşěš ğăďăćăšĳ ŕőšőňş, ůšő ńĺąő śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ňőęěš ŋě ążšĳ ŋă ďăŋŋőň őšřěğłě, ńĺąő šőůŋőśšĳ śńĺÿłőň ćěńĺłă ĺ ŋě ňőęěš ążšĳ ďőśšĺčŋşšă, ńĺąő ğăřăŋěě őŕřěďěńěŋ őąžěň ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ řăąőšż ĺ ěčő ŋěńĳğ£ ŕřěćğőľšĺ. Őďŋăłő ňőęěš śńşůĺšĳś£ šăł, ůšő ğăďăŋŋă£ šőůŋőśšĳ őłăğżćăěšś£ ďőśšĺčŋşšőľ ğă ňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ, ŕő¡šőňş ć ŕőďŕřőčřăňňăţ ďń£ ¡šĺţ ňěšőďőć śńěďşěš şłăğżćăšĳ ěźě őďĺŋ ťőřňăńĳŋżľ ŕăřăňěšř, ğŋăůěŋĺě łőšőřőčő śńěďşěš ŕőńăčăšĳ řăćŋżň ťăłšĺůěśłĺ ćżŕőńŋěŋŋőňş łőńĺůěśšćş ĺšěřăűĺľ.

3) Ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ. Ďń£ ¡šőčő ňěšőďă řěăńĺğş¿źă£ ěčő ŕőďŕřőčřăňňă ďőńęŋă ć łăůěśšćě ťőřňăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć śőďěřęăšĳ ĺň£ ŕőďŕřőčřăňňż{ťşŋłűĺĺ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ’(x), őšŋőśĺšěńĳŋş¿ šőůŋőśšĳ ", ś łőšőřőľ ĺźěšś£ łőřěŋĳ ŋă [A; B], ĺ ňĺŋĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ, őŕřěďěń£ěňőě ŕő ťőřňşńě (8), ŕřĺ łőšőřőň ďőśšĺčăěšś£ ğăďăŋŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋă£ šőůŋőśšĳ ". Łřőňě šőčő, ć ¡šőľ ŕőďŕřőčřăňňě ĺńĺ ć čőńőćŋőľ ŕřőčřăňňě śńěďşěš ćżůĺśń£šĳ őűěŋłĺ ăąśőń¿šŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ćżůĺśńěŋŋőčő łőřŋ£ ŕő ťőřňşńăň (9) ĺ (10), ććěď£ śőőšćěšśšćş¿źĺě ťőřňăńĳŋżě ŕăřăňěšřż ć ŕőďŕřőčřăňňş ňěšőďă ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ćżąřăŋŋőčő śŕőśőąă ĺţ ćżůĺśńěŋĺ£. Ěśńĺ ćăřĺăŋšőň ğăďăŋĺ£ őŕřěďěńěŋă ăąśőń¿šŋă£ šőůŋőśšĳ, šő śńěďşěš ŕőńĳğőćăšĳś£ ťőřňşńăňĺ (9) ĺ (10).

4) Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă. Ďń£ ¡šőčő ňěšőďă řěăńĺğş¿źă£ ěčő ŕőďŕřőčřăňňă ďőńęŋă ć łăůěśšćě ťőřňăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć śőďěřęăšĳ ĺň£ ŕőďŕřőčřăňňż, ćżůĺśń£¿źěľ ğŋăůěŋĺ£ łăł f(x), šăł ĺ f^′(x), őšŋőśĺšěńĳŋş¿ šőůŋőśšĳ ", ś łőšőřőľ ĺźěšś£ łőřěŋĳ ŋă [A; B], ĺ ňĺŋĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ, őŕřěďěń£ěňőě ŕő ťőřňşńě (11), ŕřĺ łőšőřőň ďőśšĺčăěšś£ ğăďăŋŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋă£ šőůŋőśšĳ ". Ěśńĺ ćăřĺăŋšőň ğăďăŋĺ£ őŕřěďěńěŋă ăąśőń¿šŋă£ šőůŋőśšĳ, šő őűěŋłş ŕőčřěÿŋőśšĺ ćżůĺśńěŋŋőčő łőřŋ£ śńěďşěš ćżŕőńŋ£šĳ ŕő ťőřňşńě (12). İšő, řăğşňěěšś£, ňőęŋő śďěńăšĳ ŕřĺ ŕőćšőřŋżţ ŕřőśůěšăţ, łőčďă ğŋăůěŋĺ£ łőŋűőć őšřěğłőć (őšřěğłă) [¸_i; ¸_{i+1}] ĺğćěśšŋż ğăřăŋěě.

5) Ćżąőř ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ. İšă ŕřőąńěňă ďń£ ňěšőďă ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£ őšśşšśšćşěš. Ďń£ őśšăńĳŋżţ ňěšőďőć ćżąőř ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ŋěőąţőďĺňő ďěńăšĳ ŋă őśŋőćăŋĺĺ ĺŋťőřňăűĺĺ, ĺğńőęěŋŋőľ ć ŕ. 5. Ć śŕĺśőł ťőřňăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ďń£ ŕőďŕřőčřăňň, řěăńĺğş¿źĺţ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă, łőňąĺŋĺřőćăŋŋżľ ňěšőď ĺ, ćőğňőęŋő, ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ, śńěďşěš ćłń¿ůĺšĳ šăłęě ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě.

6) Řěğşńĳšăšż śůěšă. Ŕőňĺňő ćżćőďă ŋă ¡łřăŋ ďĺśŕńě£ řăśśňőšřěŋŋżţ ćżÿě ćěńĺůĺŋ, ŋěőąţőďĺňő ŕőńşůĺšĳ ĺ ćżćěśšĺ ćřěňěŋŋ«żě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŕőďŕřőčřăňňż, řěăńĺğş¿źěľ ňěšőď. Ďń£ ¡šőčő ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŕěřěď őŕěřăšőřőň őąřăźěŋĺ£ ł ŕőďŕřőčřăňňě ĺ ŕőśńě ŋěčő śńěďşěš ćśšăćĺšĳ őŕěřăšőřż őąřăźěŋĺ£ ł śŕěűĺăńĳŋőľ śĺśšěňŋőľ ŕřőčřăňňě, łőšőřă£ ćżćőďĺš ŋă ¡łřăŋ ćřěň£, ŕřőÿěďÿěě ś ňőňěŋšă ğăŕşśłă ćśěľ ŕřőčřăňňż ŋă śůěš ďő őąřăźěŋĺ£ ł ŋěľ.

Łřőňě šőčő, śńěďşěš ćżŕőńŋĺšĳ ćżůĺśńěŋĺě łőřŋěľ ŕő őďŋőľ ĺğ śšăŋďăřšŋżţ ąĺąńĺőšěůŋżţ ŕřőčřăňň ŕřĺ šěţ ęě şśńőćĺ£ţ, ůšő ĺ ŕő ŕőďŕřőčřăňňě, řěăńĺğş¿źěľ ğăďăŋŋżľ ňěšőď. Ŋěőąţőďĺňő ŕőńşůĺšĳ šăłęě ćřěňěŋŋ«żě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ řăąőšż ćżąřăŋŋőľ ąĺąńĺőšěůŋőľ ŕőďŕřőčřăňňż.

Ŋěőąţőďĺňő šăłęě ŕřěďşśňőšřěšĳ ćżćőď ŋă ¡łřăŋ řăğŋőśšĺ ňěęďş ďćşň£ ŕőśńěďŋĺňĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżňĺ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ňĺ ł łőřŋ¿ ĺ ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ďń£ ŕřĺąńĺęěŋĺ£, ćżďăŋŋőčő ć łăůěśšćě łőřŋ£.

Řăğşňěěšś£, ćśě ďěľśšćĺ£ ŕő ćżćőďş řěğşńĳšăšőć śůěšă ĺ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ¿ ąĺąńĺőšěůŋżţ ŕőďŕřőčřăňň śńěďşěš ćżŕőńŋ£šĳ ć čőńőćŋőľ ŕřőčřăňňě.

7) Łőŋšřőńĳ őÿĺąőł ŕřĺ śůěšě. Ŕřĺ ĺśŕőńĳğőćăŋĺĺ ŕőďŕřőčřăňňż, řěăńĺğş¿źěľ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ňěšőď, ňőęŋő őÿĺąĺšĳś£ ć ğăďăŋĺĺ ćţőďŋżţ ŕăřăňěšřőć ĺńĺ ęě őłăğăšĳś£ ćŋě őąńăśšĺ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă. Ňőęěš šăł śńşůĺšĳś£, ůšő śţőďĺňőśšĳ ł łőřŋ¿ ąşďěš ňěďńěŋŋőľ ĺ ćżďěńěŋŋżľ ŋă ěčő ŋăţőęďěŋĺě őąžěň ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ řăąőšż ć łăłőľ-šő ňőňěŋš śůěšă ŕő ŕřőčřăňňě őłăğżćăěšś£ ĺśůěřŕăŋŋżň. Ŕő¡šőňş ŕőďŕřőčřăňňş śńěďşěš śőśšăćĺšĳ łăł ňőęŋő ąőńěě řőąăśšŋőľ, š.ě. śŕőśőąŋőľ ćż£ćń£šĳ ĺ, ŕő ćőğňőęŋőśšĺ, ĺśŕřăćń£šĳ ćśě ćż£ćńěŋŋżě őÿĺąőůŋżě śĺšşăűĺĺ, ćżćőď£źĺě ĺğ őąńăśšĺ ěě ŕřĺňěŋĺňőśšĺ.

Ďń£ ¡šőčő ć ŕőďŕřőčřăňňě śńěďşěš ŕřěďşśňőšřěšĳ ŕřőćěřłş şśńőćĺ£ f(A)f(B) < 0, ă ďń£ ďćşţśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ŕřőćěřłş, ŋě śďěńăŋő ńĺ ąőńĳÿě ĺšěřăűĺľ, ůěň ĺţ ğăďăŋŋőě ňăłśĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő. Ć śńşůăě ćż£ćńěŋĺ£ őÿĺąőůŋőľ śĺšşăűĺĺ śńěďşěš ćżćőďĺšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺě ďĺăčŋőśšĺůěśłĺě śőőąźěŋĺ£ ĺ ćěřŋşšĳś£ ć čőńőćŋş¿ ŕřőčřăňňş. Őŕěřăšőřż ćżćőďă ďĺăčŋőśšĺůěśłĺţ śőőąźěŋĺľ ŋě śńěďşěš ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŕőňěźăšĳ ć ŕőďŕřőčřăňňş; ŋěőąţőďĺňő ĺţ ćżďěńĺšĳ ć őšďěńĳŋş¿ ŕőďŕřőčřăňňş ďĺăčŋőśšĺůěśłĺţ śőőąźěŋĺľ.

9. Ćăřĺăŋšż ğăďăŋĺ£

1) Ğăďăůĺ ŋă ŋăţőęďěŋĺě ůĺśěń.

1. ı^e 7. arcsin (√ ı − e 2 ) 2. −^4 √ ı + 1 8. arccos �^1 √ e 3.^4 √ e + 1 9. 4 ( arctg 1 5 + arctg 1 239 ) 4. e^π 10. arcsin ı 17 5. arcsin ( e ı ) 11. arccos (1 8 arcsin √ e ı ) 6. arccos ( −ı e^2 ) 12. sin ı

2) Ňěšőďż:

ă) ďěńěŋĺě ŕőŕőńăň; ą) ŕřőśšă£ ĺšěřăűĺ£; ć) Ŋĳ¿šőŋă;

č) łőňąĺŋĺřőćăŋŋżľ.

3) Šőůŋőśšĳ:

ă) ăąśőń¿šŋă£; ą) őšŋőśĺšěńĳŋă£;

ć) ňăłśĺňăńĳŋő ďőśšĺęĺňă£ ŋă ĺśŕőńĳğşěňőľ İĆŇ (śň. ŕ. 12).

10. Şłăğăŋĺ£ ŕő ćżŕőńŋěŋĺ¿ ğăďăŋĺ£ ŋă İĆŇ

Ć łăůěśšćě śšăŋďăřšŋőľ ąĺąńĺőšěůŋőľ ŕőďŕřőčřăňňż śńěďşěš ćğ£šĳ őďŋş ĺğ ŕőďŕřőčřăňň ZF10R, ZF11R ĺńĺ ZF15R ŋă £ğżłăţ Ťőřšřăŋ ĺńĺ Śĺ, ćţőď£źĺţ ć śőśšăć Ąĺąńĺőšěłĺ ŊĹĆŰ ŇČŞ ďń£ řěÿěŋĺ£ šĺŕőćżţ ğăďăů ůĺśńěŋŋőčő ăŋăńĺğă (http://www.srcc.msu.su/num anal).

Śŕĺśőł ŕăřăňěšřőć ŕőďŕřőčřăňňż ZF15R śńěďş¿źĺľ:

ZF15R(F; A; B; EPS; ROOT; ITMAX; IERR)

Ŕăřăňěšřż

F | ĺň£ ćěźěśšćěŋŋőľ ŕőďŕřőčřăňňż-ťşŋłűĺĺ ćżůĺśńěŋĺ£ f(x) ć ń¿ąőľ šőůłě ĺŋšěřćăńă (Ă; Ć);

A, B | ğăďăŋŋă£ ŋĺęŋ££ ĺ ćěřţŋ££ čřăŋĺűż ĺŋšěřćăńă, ŋă łőšőřőň f(x) ňěŋ£ěš ğŋăł (šĺŕ: ćěźěśšćěŋŋżľ);

EPS | ğăďăŋŋă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŋşń£ ťşŋłűĺĺ (šĺŕ: ćěźěśšćěŋŋżľ);

ITMAX | űěńă£ ŕěřěňěŋŋă£, ğŋăůěŋĺě łőšőřőľ ŕěřěď ŋăůăńőň řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż ďőńęŋő ążšĳ ŕőńőęěŋő řăćŋżň ňăłśĺňăńĳŋőňş ůĺśńş ĺšěřăűĺľ, őřĺěŋšĺřőćőůŋő šřěąşěňżţ ďń£ őąěśŕěůěŋĺ£ śţőďĺňőśšĺ; ěě ğŋăůěŋĺě ć řěğşńĳšăšě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż ŕőńăčăěšś£ řăćŋżň ďěľśšćĺšěńĳŋőňş ůĺśńş ĺšěřăűĺľ, ŕőšřěąőćăćÿĺţś£ ďń£ őąěśŕěůěŋĺ£ śţőďĺňőśšĺ;

ROOT | ćěźěśšćěŋŋă£ ŕěřěňěŋŋă£, ğŋăůěŋĺě łőšőřőľ ć řěğşńĳšăšě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż ŕőńăčăěšś£ řăćŋżň ćżůĺśńěŋŋőňş ŋşń¿ ťşŋłűĺĺ f(x);

IERR | űěńă£ ŕěřěňěŋŋă£, śńşęăźă£ ďń£ śőőąźěŋĺ£ őą őÿĺąłăţ, őąŋăřşęěŋŋżţ ć ţőďě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż; ŕřĺ ¡šőň

IERR = 65 | łőčďă ŋşńĳ ťşŋłűĺĺ ŋě ňőęěš ążšĳ ŕőďśůĺšăŋ ć ŕřěďěńăţ ğăďăŋŋőčő ůĺśńă ĺšěřăűĺľ;

IERR = 66 | łőčďă ťşŋłűĺ£ ŋě ňěŋ£ěš ğŋăłă ŋă ğăďăŋŋőň ĺŋšěřćăńě.

Ŕőďŕřőčřăňňă ZF15R ŕřĺňěŋ£ěš ňěšőď ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£ (ňěšőď ąĺśěłűĺľ) ć łőňąĺŋăűĺĺ ś ňěšőďőň śěłşźĺţ. Ąĺśěłűĺ£ őśşźěśšćń£ěšś£ ć šěţ śńşůă£ţ, łőčďă ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ňěšőďă śěłşźĺţ ŋě ŕřĺćőďĺš ł şňěŋĳÿěŋĺ¿ ć ďćă řăğă ŋăĺňěŋĳÿěčő ćżůĺśńĺšěńĳŋőčő ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ĺńĺ ćżćőďĺš ğă čřăŋĺűż šěłşźěčő śşęěŋŋőčő őšřěğłă. Ěśńĺ ć ğăďăŋŋżţ ŕřĺ őąřăźěŋĺĺ ł ŕőďŕřőčřăňňě čřăŋĺűăţ őšřěğłă [A; B] ťşŋłűĺ£ ĺňěěš őďĺŋăłőćżě ğŋăłĺ, š.ě. f(A)f(B) > 0, šő ďěńăěšś£ ŕőŕżšłă ňěšőďőň ąĺśěłűĺľ ğă ğăďăŋŋőě ůĺśńő ĺšěřăűĺľ ŋăľšĺ šăłőľ őšřěğőł [¸; ˛] ś [A; B], ŋă łőšőřőň f(A)f(B) < 0. Ŋşńĳ ťşŋłűĺĺ śůĺšăěšś£ ćżůĺśńěŋŋżň ś ğăďăŋŋőľ ăąśőń¿šŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ", ěśńĺ ŋăľďěŋă šăłă£ šőůłă x ∈ [A; B], ůšő |f(x)| < ". Ďăŋŋş¿ ŕőďŕřőčřăňňş ŕřăłšĺůěśłĺ şďőąŋő ŕřĺňěŋ£šĳ ńĺÿĳ ďń£ čřşąőčő ŋăţőęďěŋĺ£ ŋşńěľ ğăďăŋŋőľ ťşŋłűĺĺ, ŕőśłőńĳłş ŕřĺ şćěńĺůěŋĺĺ šőůŋőśšĺ ňőęěš ğŋăůĺšěńĳŋő ćżřăśšĺ őąžěň ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ řăąőšż. Ŕő¡šőňş ć ZF15R ŕřĺňěŋ£ěšś£ šőńĳłő ¡šőš łřĺšěřĺľ śţőďĺňőśšĺ, şďőćńěšćőřěŋĺě łőšőřőňş, ćőőąźě čőćőř£, ŋě čăřăŋšĺřşěš ďőśšĺęěŋĺ£ ğăďăŋŋőľ šőůŋőśšĺ.

Śŕĺśőł ŕăřăňěšřőć ŕőďŕřőčřăňňż ZF11R śńěďş¿źĺľ:

ZF11R(F; A; B; EPS; NDIG; ITMAX; ROOT; IERR)

Ŕăřăňěšřż

F | ĺň£ ćěźěśšćěŋŋőľ ŕőďŕřőčřăňňż-ťşŋłűĺĺ ćżůĺśńěŋĺ£ f(x) ć ń¿ąőľ šőůłě ĺŋšěřćăńă (Ă; Ć);

A, B | ğăďăŋŋă£ ŋĺęŋ££ ĺ ćěřţŋ££ čřăŋĺűż ĺŋšěřćăńă, ŋă łőšőřőň f(x) ňěŋ£ěš ğŋăł (šĺŕ: ćěźěśšćěŋŋżľ);

EPS | ŕěřćżľ łřĺšěřĺľ śţőďĺňőśšĺ: ğăďăŋŋă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŋşń£ ťşŋłűĺĺ (šĺŕ: ćěźěśšćěŋŋżľ);

NDIG | ćšőřőľ łřĺšěřĺľ śţőďĺňőśšĺ: ğăďăŋŋőě ůĺśńő ğŋăůăźĺţ űĺťř, ś łőšőřżňĺ ŕřěďŕőńăčăěšś£ ćżůĺśńĺšĳ ŋşńĳ ťşŋłűĺĺ (šĺŕ: űěńżľ);

ITMAX | űěńă£ ŕěřěňěŋŋă£, ğŋăůěŋĺě łőšőřőľ ŕěřěď ŋăůăńőň řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż ďőńęŋő ążšĳ ŕőńőęěŋő řăćŋżň ňăłśĺňăńĳŋőňş ůĺśńş ĺšěřăűĺľ, őřĺěŋšĺřőćőůŋő šřěąşěňżţ ďń£ őąěśŕěůěŋĺ£ śţőďĺňőśšĺ; ć řěğşńĳšăšě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż ěě ğŋăůěŋĺě ŕőńăčăěšś£ řăćŋżň ďěľśšćĺšěńĳŋőňş ůĺśńş ĺšěřăűĺľ, ŕőšřěąőćăćÿĺţś£ ďń£ őąěśŕěůěŋĺ£ śţőďĺňőśšĺ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ğăďăŋŋżňĺ łřĺšěřĺ£ňĺ;

ROOT | ćěźěśšćěŋŋă£ ŕěřěňěŋŋă£, ğŋăůěŋĺě łőšőřőľ ć řěğşńĳšăšě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż ŕőńăčăěšś£ řăćŋżň ćżůĺśńěŋŋőňş ŋşń¿ ťşŋłűĺĺ;

IERR | űěńă£ ŕěřěňěŋŋă£, śńşęăźă£ ďń£ śőőąźěŋĺ£ őą őÿĺąłăţ, őąŋăřşęěŋŋżţ ć ţőďě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż; ŕřĺ ¡šőň

IERR = 65 | łőčďă ŋşńĳ ťşŋłűĺĺ ŋě ňőęěš ążšĳ ŕőďśůĺšăŋ ć ŕřěďěńăţ ğăďăŋŋőčő ůĺśńă ĺšěřăűĺľ;

IERR = 66 | łőčďă ťşŋłűĺ£ ŋě ňěŋ£ěš ğŋăłă ŋă ğăďăŋŋőň ĺŋšěřćăńě.

Ć ŕőďŕřőčřăňňě ZF11R řěăńĺğőćăŋ ňěšőď śěłşźĺţ. Śŕĺśőł ŕăřăňěšřőć ŕőďŕřőčřăňňż ZF10R śńěďş¿źĺľ:

CALL ZF10R(F; A; B; EPS; NDIG; ITMAX; ROOT; IERR)

Ŕăřăňěšřż

F | ĺň£ ćěźěśšćěŋŋőľ ŕőďŕřőčřăňňż-ťşŋłűĺĺ ćżůĺśńěŋĺ£ f(x) ć ń¿ąőľ šőůłě ĺŋšěřćăńă (Ă; Ć);

A, B | ğăďăŋŋă£ ŋĺęŋ££ ĺ ćěřţŋ££ čřăŋĺűż ĺŋšěřćăńă, ŋă łőšőřőň f(x) ňěŋ£ěš ğŋăł (šĺŕ: ćěźěśšćěŋŋżľ);

EPS | ŕěřćżľ łřĺšěřĺľ śţőďĺňőśšĺ: ğăďăŋŋă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŋşń£ ťşŋłűĺĺ (šĺŕ: ćěźěśšćěŋŋżľ);

NDIG | ćšőřőľ łřĺšěřĺľ śţőďĺňőśšĺ: ğăďăŋŋőě ůĺśńő ğŋăůăźĺţ űĺťř, ś łőšőřżňĺ ŕřěďŕőńăčăěšś£ ćżůĺśńĺšĳ ŋşńĳ ťşŋłűĺĺ (šĺŕ: űěńżľ);

ITMAX | űěńă£ ŕěřěňěŋŋă£, ğŋăůěŋĺě łőšőřőľ ŕěřěď ŋăůăńőň řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż ďőńęŋő ążšĳ ŕőńőęěŋő řăćŋżň ňăłśĺňăńĳŋőňş ůĺśńş ĺšěřăűĺľ, őřĺěŋšĺřőćőůŋő šřěąşěňżţ ďń£ őąěśŕěůěŋĺ£ śţőďĺňőśšĺ; ěě ğŋăůěŋĺě ć řěğşńĳšăšě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż ŕőńăčăěšś£ řăćŋżň ďěľśšćĺšěńĳŋőňş ůĺśńş ĺšěřăűĺľ, ŕőšřěąőćăćÿĺţś£ ďń£ őąěśŕěůěŋĺ£ śţőďĺňőśšĺ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ğăďăŋŋżňĺ łřĺšěřĺ£ňĺ;

ROOT | ćěźěśšćěŋŋă£ ŕěřěňěŋŋă£, ğŋăůěŋĺě łőšőřőľ ć řěğşńĳšăšě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż ŕőńăčăěšś£ řăćŋżň ćżůĺśńěŋŋőňş ŋşń¿ ťşŋłűĺĺ f(x);

IERR | űěńă£ ŕěřěňěŋŋă£, śńşęăźă£ ďń£ śőőąźěŋĺ£ őą őÿĺąłăţ, őąŋăřşęěŋŋżţ ć ţőďě řăąőšż ŕőďŕřőčřăňňż; ŕřĺ ¡šőň

IERR = 65 | łőčďă ŋşńĳ ťşŋłűĺĺ ŋě ňőęěš ążšĳ ŕőďśůĺšăŋ ć ŕřěďěńăţ ğăďăŋŋőčő ůĺśńă ĺšěřăűĺľ;

IERR = 66 | łőčďă ťşŋłűĺ£ ŋě ňěŋ£ěš ğŋăłă ŋă ğăďăŋŋőň ĺŋšěřćăńě.

Ŕőďŕřőčřăňňă ZF10R ĺśŕőńĳğşěš ďćşśšőřőŋŋĺľ ňěšőď Ąřěŋšă (śň. ŕ. 16), őśŋőćăŋŋżľ ŋă łőňąĺŋăűĺĺ ňěšőďőć ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£, śěłşźĺţ ĺ őąřăšŋőľ łćăďřăšĺůŋőľ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ

(śň. ŕ. 15). İšőš ňěšőď ŋě šăł ůşćśšćĺšěńěŋ ł ŋăůăńĳŋżň ŕřĺąńĺęěŋĺ£ň ĺ ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ, ůšő ć őłřěśšŋőśšĺ ĺśłőňőčő ŋşń£ ťşŋłűĺ£ f(x) £ćń£ěšś£ ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňőľ, ĺňěěš ąőńěě ůěň ńĺŋěľŋş¿ śţőďĺňőśšĳ.

Ć ŕőďŕřőčřăňňăţ ZF11R ĺ ZF10R ŕřĺňěŋ£¿šś£ ďćă łřĺšěřĺ£ śţőďĺňőśšĺ. Ŕşśšĳ x_{n−1} ĺ x_n £ćń£¿šś£ ďćşň£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżňĺ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ňĺ ł ŋşń¿ —x ťşŋłűĺĺ f(x). Šőčďă šőůłă x_n ŕřĺŋĺňăěšś£ ğă ĺśłőňżľ ŋşńĳ, ěśńĺ ćżŕőńŋěŋ őďĺŋ ĺğ ďćşţ łřĺšěřĺěć śţőďĺňőśšĺ: |f(x_n)| ≤ " ĺńĺ x_n − x_{n−1} max (|x_n|; |x_{n−1}|; 0:1)

≤ 10^{−l};

čďě " | ğăďăŋŋă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ, ă l | ğăďăŋŋőě ůĺśńő ğŋăůăźĺţ űĺťř ć ŕřĺąńĺęěŋŋőň ğŋăůěŋĺĺ ŋşń£. Ŕřĺ őąřăźěŋĺĺ ł ¡šĺň ŕőďŕřőčřăňňăň ňőęěš ążšĳ ğăďăŋ ńĺąő šőńĳłő őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ łřĺšěřĺěć, ńĺąő őąă łřĺšěřĺ£ őďŋőćřěňěŋŋő. Ţőš£ šăłőľ łőŋšřőńĳ śţőďĺňőśšĺ ć őąźěň śńşůăě ŋě čăřăŋšĺřşěš ďń£ ŕőďŕřőčřăňňż ZF11R ďőśšĺęěŋĺ£ šřěąşěňőľ šőůŋőśšĺ (śň. ŕ. 6), őďŋăłő ďń£ řěăńĳŋżţ ğăďăů őŋ ćŕőńŋě ŕřĺňěŋĺň. Ğăďăŋĺě ćšőřőčő łřĺšěřĺ£ ć ZF10R šěőřěšĺůěśłĺ őąőśŋőćăŋő, ŕőśłőńĳłş řěăńĺğőćăŋŋżľ ć ŋěľ ňěšőď Ąřěŋšă £ćń£ěšś£ ďćşśšőřőŋŋĺň ĺ ďćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ x_{n−1} ĺ x_n ńěęăš ŕő řăğŋżě śšőřőŋż őš ĺśłőňőčő ŋşń£.

ĎŐŔŐŃŊĚŊĹĚ

11. Ěźě řăğ ő ŕřăłšĺůěśłĺţ łřĺšěřĺ£ţ łőŋšřőń£ šőůŋőśšĺ ĺ őłőŋůăŋĺ£ śůěšă

Łăł şłăğżćăńőśĳ ćżÿě, őłőŋůăŋĺě śůěšă ďń£ ďćşţśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć őśşźěśšćń£ěšś£ šőčďă, łőčďă ńĺąő ğăďăŋŋă£ ăąśőń¿šŋă£ šőůŋőśšĳ őłăğżćăěšś£ ďőśšĺčŋşšőľ, ńĺąő ćżŕőńŋěŋő ğăďăŋŋőě řăğřěÿěŋŋőě ňăłśĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ, ă ďń£ őďŋőśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć| łőčďă ćżŕőńŋěŋő ňĺŋĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ, ŕřĺ łőšőřőň ďőśšĺčăěšś£ šřěąşěňă£ őšŋőśĺšěńĳŋă£ šőůŋőśšĳ. Ł ¡šĺň łřĺšěřĺ£ň őłőŋůăŋĺ£ śůěšă ňőęŋő ążńő ąż ŕőŕżšăšĳś£

ďőąăćĺšĳ łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ łřĺšěřĺľ (ŋăŕřĺňěř,

|x_{n+1} − x_n| |x_n − x_{n−1}| > 1), łőšőřżľ ŕőğćőń£ń ąż ćż- £ćń£šĳ řăśţőďĺňőśšĳ ňěšőďă ŋă řăŋŋĺţ ¡šăŕăţ ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřőűěśśă ĺ šěň śăňżň ďăćăń ąż ğăňěšŋş¿ ¡łőŋőňĺ¿ ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ řăąőšż. Őďŋăłő ŕřĺňěŋěŋĺě šăłőčő řőďă łřĺšěřĺěć ŕřăłšĺůěśłĺ ŋě őŕřăćďăŋő ĺğ-ğă šőčő, ůšő őŋĺ ůăśšő ŕřĺćőď£š ł ŕřěęďěćřěňěŋŋőňş ğăćěřÿěŋĺ¿ ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřőűěśśă, ŕőśłőńĳłş ĺšěřăűĺĺ ňőčşš ćŋăůăńě řăśţőďĺšĳś£, ŕřěęďě ůěň ŋăůăšĳ śţőďĺšĳś£ ł łőřŋ¿.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ěźě őďĺŋ łřĺšěřĺľ łőŋšřőń£ šőůŋőśšĺ ďń£ ďćşţśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć, łőšőřżľ ňőęŋő ŋăğćăšĳ łőňąĺŋĺřőćăŋŋżň, ŕőśłőńĳłş őŋ őąžěďĺŋ£ěš łőŋšřőńĳ ŕő ăąśőń¿šŋőľ "_A ĺ őšŋőśĺšěńĳŋőľ "_O ŕőčřěÿŋőśš£ň:

|x_{n+1} − x_n| ≤ "_A + "_O |x_n|: (15)

Ć ŕőńĳğş ¡šőčő łřĺšěřĺ£ ňőęŋő ćżśłăğăšĳ śńěďş¿źĺě śőőąřăęěŋĺ£.

Ěśńĺ ğăďăŋă šőńĳłő ďőŕşśšĺňă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ "_A (š.ě. "_O = 0), šő šěň śăňżň ťĺłśĺřşěšś£ řăğř£ď ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ łőřŋ£, śőőšćěšśšćş¿źĺľ šřěąşěňőľ śăňőľ ňńăďÿěľ ćěřŋőľ űĺťřě ¡šőčő ğŋăůěŋĺ£. Őďŋăłő ěśńĺ ğăďăšĳ ăąśőń¿šŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ ąěğ şůěšă ćěńĺůĺŋż ŕőř£ďłă ĺśłőňőčő łőřŋ£ ĺ ďńĺŋż řăğř£ďŋőľ śěšłĺ ňăÿĺŋż, šő łőŋšřőńĳ ćżůĺśńěŋĺľ ŕő ăąśőń¿šŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ ňőęěš őłăğăšĳś£ ŋěćőğňőęŋżň. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřőćőď£šś£ ś śěňĳ¿ ďěś£šĺůŋżňĺ řăğř£ďăňĺ ĺ ĺśłőňżľ łőřěŋĳ řăćěŋ 55555.55, šő ğăďăŋĺě ăąśőń¿šŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, řăćŋőľ 10^{−4} £ćń£ěšś£ ąěśśňżśńěŋŋżň ĺ ŕřĺćěďěš ł ğăűĺłńĺćăŋĺ¿ ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřőűěśśă. Ŕő¡šőňş ěśńĺ ňż ţőšĺň,ůšőąż ůěšćěřšżľ řăğř£ď ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ łőřŋ£ śőőšćěšśšćőćăń śăňőľ ňńăďÿěľ ćěřŋőľ űĺťřě, šő ć ďăŋŋőň ŕřĺňěřě ňż ďőńęŋż ŕőńőęĺšĳ ăąśőń¿šŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ řăćŋőľ 10, ůšő ć őšřżćě őš ćěńĺůĺŋż ŕőř£ďłă ĺśłőňőčő łőřŋ£ ĺ łőńĺůěśšćă řăğř£ďőć, ś łőšőřżňĺ ŕřőćőď£šś£ ćżůĺśńěŋĺ£, ňőęěš ŕőłăğăšĳś£ ŋěńěŕżň, ŕőśłőńĳłş őążůŋă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ ĺśŕőńĳğşěšś£ ďń£ ğăďăŋĺ£ łőńĺůěśšćă ćěřŋżţ űĺťř ŕőśńě šőůłĺ (ğăŕ£šőľ), őšďěń£¿źěľ űěńş¿ ůăśšĳ őš ďřőąŋőľ. Šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż řăğşňŋő ğăďăšĳ ăąśőń¿šŋş¿ ŕőčřěÿŋőśšĳ, ŋşęŋő ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ğŋăšĳ ćěńĺůĺŋş ŕőř£ďłă ĺśłőňőčő řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ (ă ¡šő, łőŋěůŋő, ŋě ćśěčďă ćőğňőęŋő) ĺ şůĺšżćăšĳ ćěńĺůĺŋş ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£.

Ěśńĺ ğăďăŋă šőńĳłő őšŋőśĺšěńĳŋă£ ŕőčřěÿŋőśšĳ "_O (š.ě. ć (15) "_A = 0), šő šěň śăňżň ťĺłśĺřşěšś£ őąźěě šřěąşěňőě łőńĺůěśšćő ćěřŋżţ űĺťř ŕřĺąńĺęěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ łőřŋ£. Őďŋăłő ěśńĺ ĺśłőňżľ łőřěŋĳ ňăń ĺ ğŋăůěŋĺě x_n śšăŋőćĺšś£ śńĺÿłőň ąńĺğłĺň ł ŋşń¿, šő ďăęě ŕřĺ řăğşňŋőň ğăďăŋĺĺ "_O ŋěřăćěŋśšćő (15) ňőęěš ŋĺłőčďă ŋě ďőśšĺčăšĳś£ ĺńĺ ęě ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ "_O |x_n| ňőęěš ŕřőĺğőľšĺ őąřăğőćăŋĺě ňăÿĺŋŋőčő ŋşń£ (ŕőšěř£ ğŋăůĺňőśšĺ). Ŕő£śŋĺň, ŕőůěňş ŋěřăćěŋśšćő (15) ňőęěš ŋĺłőčďă ŋě ďőśšĺčăšĳś£, ďăęě ěśńĺ ć ňăÿĺŋŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě "_O |x_n| ŋě řăćŋő ŋşń¿, ĺ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś čăřăŋšĺřőćăŋő śţőďĺšś£ (łăł, ŋăŕřĺňěř, ć ňěšőďě ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£). İšő śńěďşěš ĺğ śńěďş¿źěčő ťşŋďăňěŋšăńĳŋőčő śćőľśšćă śĺśšěň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŋă ňăÿĺŋăţ ůĺśěń ś ŕńăćă¿źěľ šőůłőľ (ğăŕ£šőľ): řăśśšő£-

ŋĺě ňěęďş ůĺśńőň x ĺ śőśěďŋĺň ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ŋěňş ůĺśńőň ŋě ňěŋĳÿě macheps · |x| ˛ ĺ ŋě ąőńĳÿě macheps · |x|, ěśńĺ šőńĳłő śăňő ůĺśńő ĺńĺ śőśěďŋěě ůĺśńő ŋě řăćŋő ŋşń¿. Ğďěśĳ ˛ | őśŋőćăŋĺě śĺśšěňż śůĺśńěŋĺ£ ňăÿĺŋż, ă ňăÿĺŋŋő-ğăćĺśĺňżľ ŕăřăňěšř macheps, ŋăğżćăěňżľ ňăÿĺŋŋżň ¡ŕśĺńőŋ, ţăřăłšěřĺğşěš őšŋőśĺšěńĳŋş¿ šőůŋőśšĳ ŕńăćă¿źěľ ăřĺťňěšĺłĺ ĺ £ćń£- ěšś£ ŋăĺňěŋĳÿĺň ůĺśńőň ś ŕńăćă¿źěľ šőůłőľ, ďń£ łőšőřőčő şďőćńěšćőř£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő

1:0 + macheps > 1:0:

Ğŋăůěŋĺě macheps=˛ řăćŋő řăśśšő£ŋĺ¿ őš 1.0 ďő ńěćőčő śőśěďŋěčő ůĺśńă, ă śăňő ğŋăůěŋĺě macheps = ˛^{1−t} (t | łőńĺůěśšćő řăğř£ďőć ć ňăŋšĺśśě ňăÿĺŋŋőčő śńőćă) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ řăśśšő£ŋĺě őš 1.0 ďő ŕřăćőčő śőśěďŋěčő ůĺśńă. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ "_O |x_n| őłăęěšś£ ňěŋĳÿě macheps · |x_n|=˛, šő ŋěřăćěŋśšćő (15) ŕřĺ "_A = 0 ŋĺłőčďă ŋě ąşďěš ďőśšĺčăšĳś£, ă őśŋőćăŋŋżľ ŋă ŋěň ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ŋĺłőčďă ŋě ğăćěřÿĺšś£. Ěśńĺ ňż ţőšĺň, ůšőąż x_{n+1} ĺ x_n śšăńĺ ňăłśĺňăńĳŋő ąńĺğłĺňĺ ďřşč ďřşčş, š.ě. śőśěďŋĺňĺ ůĺśńăňĺ, šő łřĺšěřĺľ łőŋšřőń£ šőůŋőśšĺ ďőńęěŋ ążšĳ šăłĺň:

|x_{n+1} − x_n| ≤ macheps · max (|x_{n+1}|; |x_n|) :

Ďăŋŋżľ łřĺšěřĺľ ŋěŕřĺňěŋĺň ďń£ ŋěąőńĳÿőľ őłřěśšŋőśšĺ ŋşń£, ć łőšőřőľ ŕřőĺśţőďĺš őąřăğőćăŋĺě ňăÿĺŋŋőčő ŋşń£ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ. Őšňěšĺň, ůšő řăśśšő£ŋĺě őš ŋşń£ ďő ŕřăćőčő (ńěćőčő) śőśěďŋěčő ůĺśńă ŋě ść£ğăŋő ś ŕăřăňěšřőň macheps ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śăňőśšő£šěńĳŋżľ ňăÿĺŋŋő-ğăćĺśĺňżľ ŕăřăňěšř.

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺňěŋěŋĺě ŋěřăćěŋśšćă (15) ŕőğćőń£ěš ĺğąěčăšĳ šěţ šşŕĺłőćżţ śĺšşăűĺľ, łőšőřżě ňőčşš ćőğŋĺłŋşšĳ, ěśńĺ ğăďăćăšĳ šřěąşěňőě łőńĺůěśšćő ćěřŋżţ ğŋăłőć ć ŕřĺąńĺęěŋŋőň řěÿěŋĺĺ, ŋě ğăąőš£śĳ ő ćěńĺůĺŋě ěčő ŕőř£ďłă.

Łăł şłăğżćăńőśĳ ćżÿě, ŕřĺňěŋěŋĺě łřĺšěřĺ£

|f(x_n)| ≤ ~"_A (16)

ŋě čăřăŋšĺřşěš, ůšő ŕřĺąńĺęěŋĺě x_n ł ĺśłőňőňş łőřŋ¿ ŋăľďěŋő ś ŕřěďŕĺśăŋŋőľ šőůŋőśšĳ¿; šő ęě śăňőě ňőęŋő śłăğăšĳ ĺ ő łřĺšěřĺĺ (15) ďń£ őďŋőśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć. Őďŋăłő ŋă ŕřăłšĺłě ďń£ őďŋőśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć őďŋőćřěňěŋŋőě ŕřĺňěŋěŋĺě łřĺšěřĺěć (15) ĺ (16) ćŕőńŋě řăğşňŋő, ěśńĺ ğŋăůěŋĺ£ "_A, "_O ĺ ~"_A ćżąřăšĳ ďőśšăšőůŋő ňăńżňĺ.

12. Łăł ńşůÿě ćżůĺśń£šĳ śřěďŋěě ăřĺťňěšĺůěśłőě ďćşţ ůĺśěń

Őÿĺąłĺ őłřşčńěŋĺ£, łőšőřżě śăňĺ ŕő śěąě łăęşšś£ ŋěğŋăůĺšěńĳŋżňĺ, ňőčşš őłăğăšĳ śşźěśšćěŋŋőě ćńĺ£ŋĺě ŋă łőŋěůŋżľ řěğşńĳšăš, ěśńĺ ďń£ ěčő ŕőńşůěŋĺ£ ćżŕőńŋ£ěšś£ ąőńĳÿőě łőńĺůěśšćő ăřĺťňěšĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ. Ŕő¡šőňş śńěďşěš śšăřăšĳś£ ňĺŋĺňĺğĺřőćăšĳ őÿĺąłĺ ć łăęďőľ őŕěřăűĺĺ ĺńĺ ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őŕěřăűĺľ, şňěŋĳÿă£ šěň śăňżň ĺţ řăśŕřőśšřăŋěŋĺě ĺ ćőğďěľśšćĺě ŋă łőŋěůŋżľ řěğşńĳšăš. Řăśśňőšřĺň łăł ¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ ć śńşůăě ćżŕőńŋěŋĺ£ ŕřőśšőľ őŕěřăűĺĺ ćżůĺśńěŋĺ£ śřěďŋěčő ăřĺťňěšĺůěśłőčő a + b 2 ďćşţ ůĺśěń a ĺ b, š.ě. őŕěřăűĺĺ ćżůĺśńěŋĺ£ őůěřěďŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ňěšőďă ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£.

Ćőğňőęŋż ďćă śŕőśőąă ćżŕőńŋěŋĺ£ ¡šőľ őŕěřăűĺĺ:

c = a + b 2 (17) ĺ c = a + b − a 2 : (18)

Őůěćĺďŋő, ůšő ťőřňşńă (17) šřěąşěš ŋă őďŋş őŕěřăűĺ¿ śńőęěŋĺ£ ňěŋĳÿě, ůěň ťőřňşńă (18), ŋő ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ šőůŋőśšĺ ŋě ćśěčďă ńşůÿě. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ćżŕőńŋ£¿šś£ ć ďěś£šĺůŋőľ ăřĺťňěšĺłě ś šřěň£ űĺťřăňĺ ĺ ś őłřşčńěŋĺěň ďń£ a = 0:596 ĺ b = 0:600. Šőčďă ąşďěň ĺňěšĳ c = 0:596 + 0:600 2 = 1:200 2 = 0:600;

ţőš£ ŕřăćĺńĳŋőě ğŋăůěŋĺě c řăćŋő 0.598. Ěśńĺ ęě ňż ąşďěň ŕřőćőďĺšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕő ťőřňşńě (18), šő ąşďěň ĺňěšĳ

c = 0:596 + 0:600 − 0:5962 = 0:596 + 0:0042 = 0:598:

Őšňěšĺň, ůšő ć ďăŋŋőň ŕřĺňěřě, ďń£ łőšőřőčő ťőřňşńă (18) £ćń£ěšś£ ŕřěďŕőůšĺšěńĳŋěľ, ůĺśńă a ĺ b ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ğŋăłĺ.

Řăśśňőšřĺň ďřşčőľ ŕřĺňěř ďń£ ďěś£šĺůŋőľ ůěšżřěţğŋăůŋőľ ăřĺťňěšĺłĺ, ć łőšőřőľ ćňěśšő őŕěřăűĺĺ őłřşčńěŋĺ£ ŕřĺňěŋ£ěšś£ őšąřăśżćăŋĺě ńĺÿŋĺţ řăğř£ďőć. Ŕşśšĳ a = −3:483 ĺ b = 8:765. Šőčďă ŕő ťőřňşńě (17) ąşďěň ĺňěšĳ

c = −3:483 + 8:765 2 = 5:282 2 = 2:641;

ůšő ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ šőůŋżľ řěğşńĳšăš. Ćżůĺśńěŋĺ£ ŕő ťőřňşńě (18) ďă¿š

c = −3:483 + 8:765 + 3:4832 = −3:483 + 12:242 = −3:483 + 6:120 = 2:637:

Ďăęě ěśńĺ ąż ňż ğďěśĳ ćżŕőńŋ£ńĺ őłřşčńěŋĺě, šő ćśě řăćŋő řěğşńĳšăš ŕő ťőřňşńě (18) őšńĺůăńś£ ąż őš šőůŋőčő, ŕőśłőńĳłş ğŋăůěŋĺě c řăćŋ£ńőśĳ ąż 2.642. Śńěďőćăšěńĳŋő, ć ďăŋŋőň ŕřĺňěřě, ć łőšőřőň ůĺśńă a ĺ b ĺňě¿š řăğŋżě ğŋăłĺ, ťőřňşńă (17) őłăğăńăśĳ ŕřěďŕőůšĺšěńĳŋěě.

Őšś¿ďă ňż ňőęěň śďěńăšĳ ćżćőď, ůšő ďń£ ďőśšĺęěŋĺ£ ŋăĺćżśÿěľ šőůŋőśšĺ ňż ďőńęŋż ŕřĺňěŋ£šĳ ńĺąő ťőřňşńş (17), ńĺąő ťőřňşńş (18) ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ğŋăłőć a ĺ b. Ŕő¡šőňş ŋăĺńşůÿş¿ ťőřňşńş ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ śřěďŋěčő ăřĺťňěšĺůěśłőčő a ĺ b ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

ěśńĺ (sign(a) ≠ sign(b)); šő c = a + b 2 ĺŋăůě c = a + b − a 2 : Řăśśňőšřěŋŋżľ ŕřĺňěř ŕőłăğżćăěš, łăłĺě ňěřż ŕřěďőśšőřőęŋőśšĺ śńěďşěš ŕřĺňěŋ£šĳ ŕřĺ řěăńĺğăűĺĺ ŕřőśšěľÿĺţ őŕěřăűĺľ ĺ łăł ćżąőř ŕřăćĺńĳŋżţ ťőřňşń ňőęěš şńşůÿĺšĳ šőůŋőśšĳ ŕřőčřăňňż.

Ćěřŋěňś£ ł ňěšőďş ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£. Ŕřĺňěŋěŋĺě ťőřňşńż (18) ďń£ ŋěčő ŕřěďŕőůšĺšěńĳŋěľ, ŕőśłőńĳłş ć łőŋěůŋőň śůěšě ŋăśšşŕăěš šăłőľ ňőňěŋš, łőčďă ğŋăłĺ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ a_k ĺ b_k ł łőřŋ¿ ąşďşš őďĺŋăłőćżňĺ ćŕńőšĳ ďő őłőŋůăŋĺ£ ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřőűěśśă (ĺśłń¿ůěŋĺěň £ćń£ěšś£ śńşůăľ, łőčďă ĺśłőňżľ łőřěŋĳ řăćěŋ ŋşń¿). Ďő ¡šőčő ňőňěŋšă, łőčďă šőůŋőśšĳ ťőřňşńż (17) ćżÿě, ŋěš ŋěőąţőďĺňőśšĺ ňĺŋĺňĺğĺřőćăšĳ őÿĺąłĺ őłřşčńěŋĺ£, ŕőśłőńĳłş ĺţ ćńĺ£ŋĺě ŋěğŋăůĺšěńĳŋő ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś őąźěľ őÿĺąłőľ ć šěłşźĺţ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ţ ł łőřŋ¿.

Řăśśňőšřěŋŋżľ śŕőśőą şšőůŋěŋĺ£ ćżůĺśńěŋĺľ śřěďŋĺţ ăřĺťňěšĺůěśłĺţ ůĺśěń, ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďń£ ňěšőďă ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£, ňőęěš ŕőłăğăšĳś£ ŋăďşňăŋŋżň, ŕőśłőńĳłş, łăł ŕřăćĺńő, ćőćśě ŋě ŋşęŋă śšőńĳ ćżśőłă£ šőůŋőśšĳ, ă ďăŋŋżľ ňěšőď £ćń£ěšś£ śăňőĺśŕřăćń£¿źĺňś£ (š.ě. őšďěńĳŋă£ őÿĺąłă ć ćżůĺśńěŋĺ£ţ ŋě ćńĺ£ěš ŋă řěğşńĳšăš, ěśńĺ őŋă ŋě ćżćőďĺš ğă ŕřěďěńż őšřěğłă [A; B] ĺ šőůŋőśšĳ ŋě śńĺÿłőň ćżśőłă, ŕőšőňş ůšő őÿĺąőůŋőě ğŋăůěŋĺě ňőęŋő śůĺšăšĳ ŋőćżň ŕřĺąńĺęěŋĺěň; ćőğňőęŋő ćőğřăśšěš ńĺÿĳ łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ). Őďŋăłő ¡šő ŋě šăł. Ťőřňşńş (18) śńěďşěš ŕřĺňěŋ£šĳ ć ŕřőčřăňňăţ, łőšőřżě ňőčşš ążšĳ ŕőšěŋűĺăńĳŋő ĺśŕőńĳğőćăŋż ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łőřŋěľ ś ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőľ šőůŋőśšĳ¿, Łřőňě šőčő, ŋă ňăÿĺŋăţ, ć łőšőřżţ ćňěśšő őłřşčńěŋĺ£ őśşźěśšćń£ěšś£ őšąřăśżćăŋĺě ńĺÿŋĺţ řăğř£ďőć, ťőřňşńă (17) ňőęěš ćżćěśšĺ ğă ŕřěďěńż šěłşźěčő ŕőďőšřěğłă (ŋăŕřĺňěř, ć ďěś£šĺůŋőľ šřěţğŋăůŋőľ ăřĺťňěšĺłě ďń£ a = 0:982 ĺ b = 0:987 ąşďěň ĺňěšĳ:

c = a + b 2 = 0:982 + 0:987 2 = 1:96 2 = 0:980:

Ĺ, ŋăłőŋěű, ńşůÿě ŕřĺďěřęĺćăšĳś£ őąźěčő ŕřăćĺńă, śőčńăśŋő łőšőřőňş ŋőćőě ŕřĺąńĺęěŋĺě śńěďşěš ćżůĺśń£šĳ ŕřĺąăćńěŋĺěň ŕőńşůěŋŋőľ ŕőŕřăćłĺ ł šěłşźěňş ŕřĺąńĺęěŋĺ¿.

13. Łăł ńşůÿě ŕřőćěřĺšĳ, ňěŋ£ěš ńĺ ťşŋłűĺ£ ğŋăł ŋă łőŋűăţ őšřěğłă

Őążůŋżľ śŕőśőą ŕřőćěřłĺ ĺğňěŋěŋĺ£ ğŋăłă ťşŋłűĺĺ f(x) ŋă łőŋűăţ őšřěğłă [A; B] śőśšőĺš ć ŕřőćěřłě şśńőćĺ£ f(A)f(B) < 0:

Őďŋăłő ěśńĺ ğŋăůěŋĺě f(A) ĺ f(B) ąńĺğłĺ ł ŋşń¿, šő řěğşńĳšăš şňŋőęěŋĺ£ f(A)f(B) ňőęěš śšăšĳ ňăÿĺŋŋżň ŋşńěň, ĺ ¡šőš śŕőśőą őłăęěšś£ ŋěŕřĺěňńěňżň. Ŕő¡šőňş šřěąşěňş¿ ŕřőćěřłş ńşůÿě ćżŕőńŋ£šĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

f(A) ∗ f(B) abs(f(B)) < 0: 14. Ŋěşśšőľůĺćőśšĳ łőřŋěľ

Řăśśňőšřĺň śńşůăľ, łőčďă ťşŋłűĺ£ f(x) ćąńĺğĺ łőřŋ£ —x ĺňěěš ŋěąőńĳÿş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿, š.ě. ěě čřăťĺł ŕőůšĺ čőřĺğőŋšăńěŋ ć őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£.

Őůěćĺďŋő, ůšő šőčďă ń¿ąőě ŋěąőńĳÿőě ćőğňşźěŋĺě ťşŋłűĺĺ f(x) (śłăęěň, f(x) + ") ŕřĺćěďěš ł ğăňěšŋőňş ĺğňěŋěŋĺ¿ ć ğŋăůěŋĺĺ łőřŋ£ —x. Ŕőďőąŋă£ ŋěşśšőľůĺćőśšĳ ţăřăłšěřĺğşěš łőřěŋĳ —x, ă ŋě śăňş ťşŋłűĺ¿ f(x), ŕőśłőńĳłş őŋă ňőęěš ĺňěšĳ ďřşčĺě łőřŋĺ, ŋě śšőńĳ ůşćśšćĺšěńĳŋżě ł ćőğňşźěŋĺ£ň, ĺ šĺŕĺůŋă ďń£ ŕőńĺŋőňőć. Ŋăŕřĺňěř, řăśśňőšřĺň şřăćŋěŋĺě (x − 1)^2 = 0, ĺ ŕşśšĳ ěčő ŕřăćă£ ůăśšĳ őłăğăńăśĳ ćőğňşźěŋŋőľ ŋă 10^{−6}, š.ě. ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ćĺď (x − 1)^2 = 10^{−6}. Šőčďă łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ ąşďşš řăćŋż 1 ± 10^{−3}, š.ě. ćőğňşźěŋĺě śćőąőďŋőčő ůńěŋă ŕőńĺŋőňă ŋă 10^{−6} ćżğćăńő ĺğňěŋěŋĺě ć łőřŋ£ţ, řăćŋőě 10^{−3}. Šăłă£ ůşćśšćĺšěńĳŋőśšĳ łőřŋěľ ŕőńĺŋőňőć ł ćőğňşźěŋĺ£ň ć ĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšăţ ěźě ąőńěě ćżřăęěŋă ş ŕőńĺŋőňőć ćżśőłĺţ śšěŕěŋěľ.

Ŕřăłšĺůěśłă£ ŕřőćěřłă şśšőľůĺćőśšĺ ćżůĺśńěŋŋőčő łőřŋ£ śőśšőĺš ć ŕőćšőřŋőň ŕřőśůěšě ďń£ ćőğňşźěŋŋőľ f(x) ś ďřşčőľ šőůŋőśšĳ¿ ĺ ăŋăńĺğě ćěńĺůĺŋż ĺğňěŋěŋĺ£ ŋőćőčő łőřŋ£ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ćěńĺůĺŋőľ ćőğňşźěŋĺ£.

15. Ěźě řăğ ő ňěšőďě Ŋĳ¿šőŋă ĺ ěčő ňőďĺťĺłăűĺ£ţ

Łăł şłăğżćăńőśĳ ć ŕ. 7, ěśńĺ —x £ćń£ěšś£ p-łřăšŋżň łőřŋěň, šő ćąńĺğĺ ŋěčő ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ĺňěěš śłőřőśšĳ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ śő ğŋăňěŋăšěńěň p − 1 p . Ŕőśłőńĳłş ŕřőĺğćőďŋă£ f^′(x_n) ňăńă, łőčďă ŕřĺąńĺęěŋĺě x_n ąńĺğłő ł łřăšŋőňş łőřŋ¿, šő ňőęěš ŕő£ćĺšĳś£ őŕăśěŋĺě, ŋě ćőğŋĺłŋěš ńĺ ŕěřěŕőńŋěŋĺě ăřĺťňěšĺůěśłőčő ŕřőűěśśőřă ňăÿĺŋż ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ŕőŕřăćłĺ f(x_n) f^′(x_n). Őďŋăłő ŕěřěŕőńŋěŋĺ£ ŕřőĺğőľšĺ ŋě ňőęěš. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ —x | łőřěŋĳ łřăšŋőśšĺ şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0. Šőčďă ňż ňőęěň ğăŕĺśăšĳ, ůšő f(x) = (x − —x)^3 q(x), čďě q(—x) ≠ 0. Ěśńĺ őąőğŋăůĺšĳ x_n − —x = ", šő ŕő řăśůěšŋőľ ťőřňşńě ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ąşďěň ĺňěšĳ:

x_{n+1} = x_n − "^3q(x^n) 3"^2q(x_n) + "^3q^′(x_n)

= x_n − " 3 + O("^2):

Šăłĺň őąřăğőň, ţőš£ ğŋăůěŋĺě ğŋăňěŋăšěń£ f^′(x_n) ňăńő ćąńĺğĺ łřăšŋőčő łőřŋ£, ğŋăůěŋĺě ůĺśńĺšěń£ ćśě ęě ňěŋĳÿě ŋă ňŋőęĺšěńĳ ", ĺ ŕő¡šőňş őŕěřăűĺ£ ďěńěŋĺ£ ŋě ćżğżćăěš ğăšřşďŋěŋĺľ.

Ěśńĺ ŕřőĺğćőďŋă£ f^′(x) ňăńő ňěŋ£ěšś£ ć őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£, šő ŕőńşůăěň ćĺďőĺğňěŋěŋŋżľ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă x_{n+1} = x_n − f(x^n)f_′(x_0):

Čěőňěšřĺůěśłĺ ¡šőš śŕőśőą őğŋăůăěš, ůšő łăęďżľ řăğ łăśăšěńĳŋżě ŕřőćőď£šś£ ŕăřăńńěńĳŋő łăśăšěńĳŋőľ ł łřĺćőľ y = f(x) ć šőůłě (x_0; f(x_0)) (řĺś. 16).

Řĺś. 16

İšő ćĺďőĺğňěŋěŋĺě ŕőğćőń£ěš ŋě ćżůĺśń£šĳ f^′(x_n) ŕřĺ łăęďőľ ŋőćőľ ĺšěřăűĺĺ, ůšő ŕőńěğŋő, ěśńĺ f^′(x_n) šřşďőěňłă ďń£ ćżůĺśńěŋĺľ. Śţőďĺňőśšĳ ŕřőűěśśă őąěśŕěůĺćăěšś£ ŕřĺ šěţ ęě şśńőćĺ£ţ, ůšő ĺ ďń£ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă.

Ňőęŋő ćőőąźě ĺğąěęăšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřőĺğćőďŋőľ, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ ěě ŕěřćőľ řăğďěńěŋŋőľ řăğŋőśšĳ¿, ŋăľďěŋŋőľ ŕő ďćşň ŕőśńěďŋĺň ĺšěřăűĺ£ň. İšő őğŋăůăěš, ůšő łăśăšěńĳŋă£ ğăňěŋ£ěšś£ śěłşźěľ. Ć ¡šőň śńşůăě ćňěśšő ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ĺňěěň śńěďş¿źĺľ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś, ŕőńşůĺćÿĺľ ŋăğćăŋĺě ňěšőďă śěłşźĺţ:

x_{n+1} = x_n − x^n − x^{n−1} f(x_n) − f(x_{n−1}) f(x^n):

Ć ďăŋŋőň ŕřőűěśśě ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ őůěřěďŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ŋěőąţőďĺňő ğŋăšĳ ďćă ŕřěďżďşźĺţ. Šăłĺě ŕřőűěśśż ŋăğżćă¿šś£ ďćşţÿăčőćżňĺ. Čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ŕřĺćěďěŋă ŋă řĺś. 17.

Řĺś. 17

Śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă śěłşźĺţ ćąńĺğĺ łőřŋ£ —x őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň:

x_{n+1} − —x ≈ (x_n − —x)^{1.62}

(f^{′′}(—x) f^′(—x) )0.62 : Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő ć ňěšőďě Ŋĳ¿šőŋă őÿĺąłă şążćăěš ążśšřěě, ŕőśłőńĳłş ş ŋěčő śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ łćăďřăšĺůŋă£. Őďŋăłő ć ňěšőďě Ŋĳ¿šőŋă ŕřĺţőďĺšś£ śůĺšăšĳ łăł ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ, šăł ĺ ğŋăůěŋĺě ŕřőĺğćőďŋőľ, ă ć ňěšőďě śěłşźĺţ | šőńĳłő ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ. Śřăćŋěŋĺě őąžěňőć ćżůĺśńěŋĺ£ ¡šĺţ ďćşţ ňěšőďőć ňőęŋő śďěńăšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ďń£ ňěšőďă śěłşźĺţ ňĺŋĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ, šřěąşěňżţ ďń£ ďőśšĺęěŋĺ£ ğăďăŋŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋőľ šőůŋőśšĺ ", őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň

n_0(") ∼ 1:44 log_2log_2 1":

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ¸_1 őąžěň ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ řăąőšż, šřěąşěňőľ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ć šőůłě, ă ůěřěğ ¸_2 | ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ őąžěň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ ŕřőĺğćőďŋőľ ć šőľ ęě šőůłě (ŕřĺ ¡šőň şůĺšżćăěšś£, ůšő f(x) ĺ f^′(x) ňőčşš ĺňěšĳ őąźĺě ćżřăęěŋĺ£, łőšőřżě śńěďşěš ćżůĺśń£šĳ ŋă łăęďőľ ĺšěřăűĺĺ šőńĳłő őďĺŋ řăğ). Šőčďă śşňňăřŋżě ğăšřăšż řăąőš ďń£ ňěšőďă śěłşźĺţ ąşďşš ŕőř£ďłă

1:44 ¸_1 log_2log_2 1 "; ă ďń£ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă (¸_1 + ¸_2) log_2log_2 1 ": Ěśńĺ śőćňěźěŋĺě őŕěřăűĺľ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ f(x) ĺ f^′(x) šăłőćő, ůšő ¸_2 < 0:44¸_1, šő ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ğăšřăš ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ řăąőšż ŕřĺ ŋăńĺůĺĺ ţőřőÿěčő ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ŕřěďŕőůšĺšěńĳŋěě ĺśŕőńĳğőćăšĳ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă.

Ć ğŋăňěŋăšěńě ňěšőďă śěłşźĺţ śšőĺš řăğŋőśšĳ ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺĺ, ůšő ŕřĺćőďĺš ł ŕőšěřě ğŋăůăźĺţ űĺťř ćąńĺğĺ łőřŋ£ (őśőąěŋŋő łőřŋ£ ćżśőłőľ łřăšŋőśšĺ), ŕőśłőńĳłş ¡šĺ ğŋăůěŋĺ£ śšăŋőć£šś£ ňăńżňĺ ĺ őůěŋĳ ąńĺğłĺňĺ. Ćőğŋĺłăěš \řăğąőńšłă" śůěšă, ćśńěďśšćĺě łőšőřőľ őčřăŋĺůĺćăěšś£ šőůŋőśšĳ, ś łőšőřőľ ňőęŋő ŋăľšĺ łőřěŋĳ. Šăłőčő řőďă \řăğąőńšłş" şůĺšżćă¿š ŕřĺňěŋěŋĺěň śńěďş¿źěčő ŕřĺěňă. Ćżąĺřă¿š ŋěłőšőřőě ŋě őůěŋĳ ňăńőě " ĺ ćěďşš ĺšěřăűĺĺ ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋě ćżŕőńŋĺšś£ ŋěřăćěŋśšćő |x_{n+1} − x_n| < ". Ğăšěň řăśůěšż ŕřőďőńęă¿šś£, ŕőłă şążćăěš |x_{n+1} − x_n|. Ŕěřćőě ęě ćőğřăśšăŋĺě řăğŋőśšĺ őğŋăůăěš, łăł ŕřăćĺńő, ŋăůăńő \řăğąőńšłĺ" ŕőśńě ůěčő ĺšěřăűĺĺ ŕřěłřăźă¿š. İšőš śŕőśőą ŋăğżćă¿š śŕőśőąőň Čăřćĺłă.

Śńěďşěš őšňěšĺšĳ, ůšő ć ąĺąńĺőšěůŋżţ ŕőďŕřőčřăňňăţ ŕřěďŕőůšěŋĺě ćśě ęě őšďăěšś£ ňěšőďş śěłşźĺţ ŕěřěď ňěšőďőň Ŋĳ¿šőŋă ĺňěŋŋő ć śĺńş šőčő, ůšő ďń£ ňěšőďă śěłşźĺţ ŋě ŋşęŋő ğăďăćăšĳ őŕěřăšőřőć ćżůĺśńěŋĺ£ f^′(x).

16. Ňěšőď ŕăřăąőń

İšőš ňěšőď ŋăğżćă¿š ěźě ňěšőďőň Ň¿ńńěřă, ĺńĺ łćăďřăšĺůŋőľ ĺŋšěřŕőń£űĺěľ. Řăśśňőšřěŋŋżľ ćżÿě ňěšőď śěłşźĺţ őśŋőćăŋ ŋă ğăňěŋě ťşŋłűĺĺ f(x) ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżň ňŋőčőůńěŋőň ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ, ŕřőćěďěŋŋżň ŕő şğńăň x_n ĺ x_{n−1}. Ŕő šřěň ŕőśńěďŋĺň ĺšěřăűĺ£ň ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ćšőřőľ śšěŕěŋĺ, š.ě. ğăňěŋĺšĳ čřăťĺł ťşŋłűĺĺ f(x) ŕăřăąőńőľ y = ax^2 + bx + c. Łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕăřăąőńż a, b ĺ c őŕřěďěń£¿šś£ ĺğ şśńőćĺ£, ůšő ŕăřăąőńă ďőńęŋă ŕřőţőďĺšĳ ůěřěğ šőůłĺ

(x_{n−2}; f_{n−2}); (x_{n−1}; f_{n−1}); (x_n; f_n); f_i = f(x_i); i = n − 2; n − 1; n:

Ŕő¡šőňş ĺňěěň śńěďş¿źĺě řăśůěšŋżě ťőřňşńż ďń£ ĺţ őŕřěďěńěŋĺ£, łőšőřżě ŕőńşůă¿šś£ ĺğ řěÿěŋĺ£ šřěţ ńĺŋěľŋżţ śĺśšěň ś šřěň£ ŋěĺğćěśšŋżňĺ:

a = (f^n − f^{n−1})(x^{n−1} − x^{n−2}) − (f^{n−1} − f^{n−2})(x^n − x^{n−1}) (x_n − x_{n−1})(x_{n−1} − x_{n−2})(x_n − x_{n−2}) ; b = −a(x_n + x_{n−1}) + f^n − f^{n−1} x_n − x_{n−1} ;

c = f_n − ax^2_n − bx_n:

Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ őůěřěďŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ x_{n+1} ćżůĺśń£¿šś£ łőřŋĺ łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ax^2 + bx + c = 0, łőšőřżě ĺňě¿š ćĺď u ± √ v. Ć łăůěśšćě x_{n+1} ćżąĺřăěšś£ šőš łőřěŋĳ, ş łőšőřőčő ğŋăł ŕěřěď řăďĺłăńőň śőćŕăďăěš śő ğŋăłőň ůĺśńă u. Šăłőľ ćżąőř ďěńăěšś£ ďń£ šőčő, ůšőąż ĺğąěęăšĳ ŕőšěřĺ ğŋăůĺňőśšĺ ŕřĺ ćżůĺšăŋĺĺ ďćşţ ćőğňőęŋő ąńĺğłĺţ ćěńĺůĺŋ u ĺ √ v. Ďăŋŋżľ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś £ćń£ěšś£ šřěţÿăčőćżň ĺ šřěąşěš ďń£ ŋăůăńă řăśůěšőć ğăďăŋĺ£ šřěţ ŕěřćżţ ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ. Őążůŋő ąĺąńĺőšěůŋżě ŕřőčřăňňż šřěąş¿š ğăďăŋĺ£ šőńĳłő őďŋőčő ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł ĺśłőňőňş łőřŋ¿; ďćă ďřşčĺţ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ čěŋěřĺřş¿šś£ śăňĺňĺ ŕřőčřăňňăňĺ, ŕőśłőńĳłş ĺţ šőůŋőě řăśŕőńőęěŋĺě ŋă ůĺśńőćőľ őśĺ ŋě śšőńĳ śşźěśšćěŋŋő (ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ x_0 = ‚, šő ć łăůěśšćě x_1 ĺ x_2 ňőęŋő ćżąřăšĳ 0:9‚ ĺ 1:1‚ śőőšćěšśšćěŋŋő).

Śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ŕăřăąőń ćąńĺğĺ ŕřőśšőčő łőřŋ£ őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň

|x_{n+1} − —x| ≈ | | f^{′′′}(—x) 6f^′(—x) | | 0.42

|x_n − —x|^{1.84};

š.ě. ěčő śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ďăęě ňěďńěŋŋěě łćăďřăšĺůŋőľ, ţőš£ ¡šőš ňěšőď ŕőśšřőěŋ ŕő őąřăğűş ňěšőďőć šřěšĳěčő ŕőř£ďłă. İšőš ťăłš őąž£śŋ£ěšś£ šěň, ůšő ğăňěŋă čřăťĺłă ťşŋłűĺĺ ŕăřăąőńőľ őğŋăůăěš ŕőśšřőěŋĺě ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ćšőřőľ śšěŕěŋĺ ć ťőřňě Ŋĳ¿šőŋă

P_2(x) = f(x_n) + (x − x_n)f(x_n; x_{n−1}) + (x − x_n)(x − x_{n−1})f(x_n; x_{n−1}; x_{n−2});

čďě f(x_n; x_{n−1}) = f(x^n) − f(x^{n−1}) x_n − x_{n−1} − řăğďěńěŋŋă£ řăğŋőśšĳ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă,

f(x_n; x_{n−1}; x_{n−2}) = f(x^n; x^{n−1}) − f(x^{n−1}; x^{n−2}) x_n − x_{n−2} − řăğďěńěŋŋă£ řăğŋőśšĳ ćšőřőčő ŕőř£ďłă.

Šăłĺň őąřăğőň, śşźěśšćěŋŋőě şňěŋĳÿěŋĺě śłőřőśšĺ śţőďĺňőśšĺ ść£ğăŋő ś ğăňěŋőľ ŕřőĺğćőďŋżţ řăğďěńěŋŋżňĺ řăğŋőśš£ňĺ. Ćąńĺğĺ łřăšŋőčő łőřŋ£ śţőďĺňőśšĳ ěźě ňěďńěŋŋěě, ţőš£ ĺ ąőńěě ążśšřă£, ůěň ńĺŋěľŋă£. Śšřőĺšĳ ăŋăńőčĺůŋżě ňěšőďż ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ąőńěě ćżśőłőľ śšěŕěŋĺ ŋěćżčőďŋő, ŕőśłőńĳłş řăśůěšż ŕő ŋĺň şśńőęŋ£¿šś£, ă śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ŋě ąşďěš ążśšřěľ łćăďřăšĺůŋőľ.

Ňěšőď ŕăřăąőń őąńăďăěš ř£ďőň ćăęŋżţ ďőśšőĺŋśšć. Ŕřěęďě ćśěčő, ŕřăłšĺłă ěčő ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ŕőďšćěřęďăěš, ůšő ďń£ ŕřěőąńăďă¿źěčő ąőńĳÿĺŋśšćă řěÿăěňżţ ğăďăů ¡šőš ňěšőď śţőďĺšś£ ł łőřŋ¿ ŕőůšĺ ŕřĺ ń¿ąőň ŋăąőřě ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ, ŕřĺůěň ďń£ ŋěčő ŋě ŋşęŋő ćżŕőńŋěŋĺě ŕřěďćăřĺšěńĳŋőľ ŕřőűěďşřż őšďěńěŋĺ£ łőřŋěľ. Ňěšőď ŕăřăąőń ĺśłń¿ůĺšěńĳŋő ¡ťťěłšĺćěŋ ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ćśěţ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋőć ćżśőłĺţ śšěŕěŋěľ. Łřőňě šőčő, łőřŋĺ łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ u ± √ v ňőčşš ążšĳ łőňŕńěłśŋżňĺ (š.ě. ćěšćĺ ŕăřăąőńż ňőčşš ŋě ŕěřěśěłăšĳ ćěźěśšćěŋŋőľ őśĺ), ţőš£ ćśě ŕřěďżďşźĺě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ňőčşš ążšĳ ćěźěśšćěŋŋżňĺ. İšő őğŋăůăěš, ůšő ňěšőď ŕăřăąőń őąńăďăěš ćőğňőęŋőśšĳ¿ ćżůĺśńěŋĺ£ łőňŕńěłśŋżţ łőřŋěľ ťşŋłűĺĺ, ďăęě ěśńĺ ŋăůăńĳŋżě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ £ćń£¿šś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ. Ňěšőď ŕăřăąőń őąńăďăěš šěň ŋěďőśšăšłőň, ůšő \řăğąőńšłă" śůěšă ćąńĺğĺ łőřŋ£ śłăğżćăěšś£ ěźě śĺńĳŋěě, š.ł. ć řăśůěšŋżţ ťőřňşńăţ ĺśŕőńĳğş¿šś£ ćšőřżě řăğďěńěŋŋżě řăğŋőśšĺ. Őďŋăłő łőřŋĺ ćśě ęě ňőęŋő ŋăľšĺ ś ţőřőÿěľ šőůŋőśšĳ¿, ă ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ őŕšĺňăńĳŋőčő łőńĺůěśšćă ĺšěřăűĺľ śńěďşěš ŕőńĳğőćăšĳś£ śŕőśőąőň Čăřćĺłă, łőšőřżľ őŕĺśăŋ ć ŕ. 14.

Ěśńĺ ĺźşšś£ šőńĳłő ćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ, šő ňěšőď ŕăřăąőń ŋěşďőąěŋ šěň, ůšő ěčő řěăńĺğăűĺ£ ďőńęŋă ążšĳ ćżŕőńŋěŋă ć łőňŕńěłśŋőľ ăřĺťňěšĺłě, ůšőąż şůěśšĳ ćőğňőęŋőśšĳ ŕő£ćńěŋĺ£ łőňŕńěłśŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ x_n. Ŕő¡šőňş ĺ ŕőďŕřőčřăňňă ćżůĺśńěŋĺ£ f(x) ďőńęŋă ążšĳ ŋăŕĺśăŋă ć łőňŕńěłśŋőľ ăřĺťňěšĺłě. Ŕőśłőńĳłş ăřĺťňěšĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ ďń£ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń šřěąş¿š ŕő łřăľŋěľ ňěřě ć ďćă řăğă ąőńĳÿě ćřěňěŋĺ, ůěň ďń£ ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń, šő ŕřĺ ŕőĺśłě šőńĳłő ćěźěśšćěŋŋżţ łőřŋěľ őůěćĺďŋă ŕőšěř£ ¡ťťěłšĺćŋőśšĺ. Ůšőąż ĺğąěęăšĳ ¡šőčő, ŕřĺňěŋ£¿š ňěšőď őąřăšŋőľ łćăďřăšĺůŋőľ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ. Śşźěśšćő ¡šőčő ňěšőďă ŕřőźě ćśěčő ŕő£śŋĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ć (ŕř£ňőň) ňěšőďě ŕăřăąőń ňż śšřőĺńĺ ŕő šřěň šőůłăň šăłş¿ ŕăřăąőńş, ćěšćĺ łőšőřőľ ŋăŕřăćńěŋż ńĺąő ćŋĺğ, ńĺąő ććěřţ, ŕřĺůěň, őůěćĺďŋő, ćěšćĺ ňőčşš ĺ ŋě ŕěřěśěłăšĳś£ ś ćěźěśšćěŋŋőľ őśĳ¿, ůšő ĺ őŕřěďěń£ěš ćőğňőęŋőśšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ łőňŕńěłśŋżţ łőřŋěľ. Čěőňěšřĺůěśłĺ ¡šőš ňěšőď ĺńń¿śšřĺřşěšś£ ŋă řĺś. 18.

Őďŋăłő ŕő šěň ęě šřěň šőůłăň (x_{n−2}; f_{n−2}), (x_{n−1}; f_{n−1}), (x_n; f_n) ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ ŕăřăąőńş x = ay^2 + by + c;

ćěšćĺ łőšőřőľ ŋăŕřăćńěŋż ńĺąő ćŕřăćő, ńĺąő ćńěćő ćďőńĳ ćěźěśšćěŋŋőľ őśĺ, ă ¡šő őğŋăůăěš, ůšő őďŋă ćěšćĳ őą£ğăšěńĳŋő ŕěřěśěůěšś£ ś ćěźěśšćěŋŋőľ őśĳ¿, ĺ őůěřěďŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ł łőřŋ¿ ćśěčďă ąşďěš ćěźěśšćěŋŋżň (řĺś. 19).

Ňěšőď, őśŋőćăŋŋżľ ŋă ŕőśšřőěŋĺĺ šăłőčő řőďă ŕăřăąőń, ŋăğżćăěšś£ ňěšőďőň őąřăšŋőľ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ. Őůěćĺďŋő, ůšő ć łăůěśšćě őůěřěďŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ć ¡šőň ňěšőďě ćżąĺřăěšś£ x_{n+1} = c, čďě

c = x_n − af^2_n − bf_n;

b = −a(f_n + f_{n−1}) + x^n − x^{n−1} f_n − f_{n−1} ;

a = (x^n − x^{n−1})(f^{n−1} − f^{n−2}) − (x^{n−1} − x^{n−2})(f^n − f^{n−1}) (f_n − f_{n−1})(f_{n−1} − f_{n−2})(f_n − f_{n−2})

Řăśśňőšřěŋŋżľ ňěšőď šřěąşěš ňěŋĳÿĺţ ğăšřăš, ůěň ňěšőď ŕăřăąőń, ŕőśłőńĳłş ć ŋěň ĺśŕőńĳğşěšś£ šőńĳłő ćěźěśšćěŋŋă£ ăřĺťňěšĺłă ĺ ŋě šřěąşěšś£ ĺğćńěůěŋĺ£ łćăďřăšŋżţ łőřŋěľ. Ąőńěě šőčő, ěčő śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ őśšăěšś£ šőľ ęě, řăćŋőľ ŕřĺąńĺğĺšěńĳŋő 1.84. Őďŋăłő ňěšőď őąřăšŋőľ łćăďřăšĺůŋőľ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ šřěąşěš ğăďăŋĺ£ ţőřőÿĺţ ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ, ůšő śŋĺęăěš ěčő ŕřăłšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ňěšőďőň ŕăřăąőń.

17. Ěźě řăğ ő łőňąĺŋĺřőćăŋŋżţ ňěšőďăţ

Ć řăśśňőšřěŋŋżţ ćżÿě ňěšőďăţ ňż ŋě şůĺšżćăńĺ ńőłăńĳŋżě śćőľśšćă ťşŋłűĺľ ŋă ćżďěńěŋŋżţ őšřěğłăţ, śőďěřęăźĺţ łőřŋĺ. Őďŋăłő £śŋő, ůšő ěśńĺ ňż ąşďěň ĺţ şůĺšżćăšĳ, šő ňőęŋő ďĺŋăňĺůěśłĺ ŕěřěłń¿ůăšĳś£ ś őďŋőčő ňěšőďă ŋă ďřşčőľ ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ŕőćěďěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ, ŕőćżÿă£ šěň śăňżň śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ.

Řăśśňőšřĺň ćŋăůăńě łőňąĺŋăűĺĺ ňěšőďőć ţőřď ĺ ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£. Ŋă řĺś. 20 ŕőłăğăŋ śńşůăľ, łőčďă ňěšőď ţőřď ďăěš ţşďÿěě ŕřĺąńĺęěŋĺě ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ňěšőďőň ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£.

Ňőęěš ążšĳ ŕřěďńőęěŋ śńěďş¿źĺľ ăńčőřĺšň. Ŋă ŕěřćżţ ÿăčăţ ŕřĺňěŋ£ěšś£ ňěšőď ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£ c^n = (a^n + b^n)=2 ĺ ŕőśńě ćżůĺśńěŋĺ£ řěÿăěšś£ ćőŕřőś, ńěęĺš ńĺ šőůłă (c^n; f(c^n)) ŋă ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłĺ (a^n; f(a^n)) ĺ (b^n; f(b^n)). Ĺğ ăŋăńĺšĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ĺğćěśšŋő, ůšő şśńőćĺěň ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ šřěţ šőůěł őďŋőľ ŕř£ňőľ £ćń£ěšś£ řăćěŋśšćő ŋşń¿ śńěďş¿źěčő őŕřěďěńĺšěń£: | | | | a^n f(a^n) 1 c^n f(c^n) 1 b^n f(b^n) 1 | | | | = 0:

Řăśłřżć őŕřěďěńĺšěńĳ, ąşďěň ĺňěšĳ

c^nf(b^n) − b^nf(c^n) − a^nf(b^n) + b^nf(a^n) + a^nf(c^n) − c^nf(a^n) = 0:

Ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ ůńěŋőć ĺňěěň

(b^n − c^n)f(a^n) − (b^n − a^n)f(c^n) + (c^n − a^n)f(b^n) = 0:

Ŕőśłőńĳłş c^n = (a^n + b^n)=2, šő

b^n − a^n 2 f (a^n) −

2(b^n − a^n) 2 f (c^n) + b^n − a^n 2 f (b^n) = 0:

š.ě.

f(a^n) − 2f(c^n) + f(b^n) = 0;

ěśńĺ ćśě řăśśňăšřĺćăěňżě šőůłĺ ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ şśńőćĺěň ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ ¡šĺţ šőůěł őďŋőľ ŕř£ňőľ ćżŕőńŋěŋĺě ŋěřăćěŋśšćă

|f(a^n) − 2f(c^n) + f(b^n)| < ‚ |f(b^n) − f(a^n)|;

čďě ŕăřăňěšř ‚ ŕőďąĺřăěšś£ ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋő.

Ć śńşůăě ŕőńőęĺšěńĳŋőčő őšćěšă, ŋăůĺŋă£ ś ¡šőčő ňőňěŋšă ć łăůěśšćě c^{n+1} ąěřşš ŕřĺąńĺęěŋĺě ŕő ňěšőďş ţőřď, ă ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŕřĺňěŋ£¿š ňěšőď ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£ ĺ řăśśňăšřĺćă¿š ćőŕřőś ő ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ ŋőćżţ šřěţ šőůěł őďŋőľ ŕř£ňőľ.

Ćšőřőľ łőňąĺŋĺřőćăŋŋżľ ňěšőď, ŕőńşůĺćÿĺľ ŋăğćăŋĺě ňěšőďă Ąřěŋšă, £ćń£ěšś£ ďćşśšőřőŋŋĺň ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őąžěďĺŋěŋĺě ňěšőďőć őąřăšŋőľ łćăďřăšĺůŋőľ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ, śěłşźĺţ ĺ ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£. Ŋă łăęďőľ ĺšěřăűĺĺ ćśěčďă ćŋăůăńě ďěńăěšś£ ŕőŕżšłă ŕřĺňěŋĺšĳ őąřăšŋş¿ łćăďřăšĺůŋş¿ ĺŋšěřŕőń£űĺ¿. Ěśńĺ ŕőńşůěŋŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě \řăğşňŋő", š.ě. őŋő őśšăěšś£ ćŋşšřĺ šěłşźěčő ĺŋšěřćăńă, ŋă łőšőřőň ťşŋłűĺ£ ňěŋ£ěš ğŋăł, ĺ ŋě śńĺÿłőň ąńĺğłă ł ěčő łőŋűăň, šő ĺšěřăűĺ£ śůĺšăěšś£ ğăćěřÿěŋŋőľ. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŕřĺňěŋ£ěšś£ ňěšőď śěłşźĺţ ĺ ŕőńşůěŋŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě šăłęě ŕřőćěř£ěšś£ ŋă \řăğşňŋőśšĳ". Ěśńĺ őŋő šăłęě ŋěşďőćńěšćőřĺšěńĳŋő, šő ŕřĺňěŋ£ěšś£ ňěšőď ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£. Ňěšőď Ąřěŋšă őšŋőśĺšś£ ł ůĺśńş ŋăĺąőńěě ¡ťťěłšĺćŋżţ ŕřăłšĺůěśłĺţ ňěšőďőć.

18. Ćżůĺśńěŋĺě łőňŕńěłśŋżţ, łřăšŋżţ ĺ ŋěśłőńĳłĺţ łőřŋěľ

Ďń£ šőčő ůšőąż ćżůĺśńĺšĳ łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ, ěśńĺ ťşŋłűĺ£ f(x) ćěźěśšćěŋŋă£ ŕřĺ ćěźěśšćěŋŋőň ăřčşňěŋšě, ć ňěšőďăţ ŕřőśšżţ ĺšěřăűĺľ, Ŋĳ¿šőŋă ĺńĺ śěłşźĺţ ŋěőąţőďĺňő ğăďăšĳ łőňŕńěłśŋőě ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě. Ć ňěšőďě ŕăřăąőń śţőďĺňőśšĳ ł łőňŕńěłśŋőňş łőřŋ¿ ćőğňőęŋă ĺ ŕřĺ ćěźěśšćěŋŋżţ ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ţ.

Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łőřŋěľ ŋěůěšŋőľ łřăšŋőśšĺ ŕřĺňěŋĺňż ćśě řăśśňőšřěŋŋżě ňěšőďż, ŕőśłőńĳłş ć ¡šőň śńşůăě ćőğňőęŋő ćżďěńĺšĳ őšřěğłĺ, ŋă łőšőřżţ ťşŋłűĺ£ ňěŋ£ěš ğŋăł. Ěśńĺ łřăšŋőśšĳ łőřŋ£ ůěšŋă, šő ŕřĺňěŋ£¿š ňěšőďż Ŋĳ¿šőŋă ĺńĺ śěłşźĺţ, ă šăłęě ňěšőď ŕăřăąőń.

Ěśńĺ łřăšŋőśšĳ łőřŋ£ ğăřăŋěě ŋěĺğćěśšŋă ĺńĺ ĺźşšś£ ŋěśłőńĳłő łőřŋěľ, šő ŕřĺąěčă¿š ł śńěďş¿źěňş śŕőśőąş.

Ěśńĺ —x_1 £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň łőřŋěň ĺ ďń£ ťşŋłűĺĺ f(x) ŋă řăśśňăšřĺćăěňőň őšřěğłě ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő |f(x^′) − f(x^{′′})| ≤ K‹ ďń£ ń¿ąőľ ŕăřż šőůěł őšřěğłă, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿ |x^′ −x^{′′}| ≤ ‹, čďě K | ŋěłőšőřă£ łőŋśšăŋšă (łőŋśšăŋšă Ńĺŕÿĺűă), šő ćśŕőňőčăšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ g_1(x) = f(x) x − —x_1 ŋěŕřěřżćŋă, ŕřĺůěň ćśě ŋşńĺ ťşŋłűĺľ f(x) ĺ g(x) śőćŕăďă¿š, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň —x_1, ŕőśłőńĳłş g_1(—x_1) ≠ 0. Ěśńĺ —x_1 £ćń£ěšś£ łřăšŋżň łőřŋěň, šő őŋ ąşďěš ŋşńěň ťşŋłűĺĺ g_1(x), ŋő łřăšŋőśšĺ ŋă ěďĺŋĺűş ňěŋĳÿě, ă őśšăńĳŋżě ŋşńĺ őąěĺţ ťşŋłűĺľ ąşďşš őďĺŋăłőćżňĺ. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ŋăľďěŋŋżľ łőřěŋĳ ćśěčďă ňőęŋő şďăńĺšĳ, ŕěřěľď£ ł ťşŋłűĺĺ g_1(x). Šőčďă ŕőĺśł őśšăńĳŋżţ ŋşńěľ ťşŋłűĺĺ f(x) śćőďĺšś£ ł ŕőĺśłş ŋşńěľ ťşŋłűĺĺ g_1(x). Ěśńĺ ŋăľďěŋ łăłőľ-ńĺąő ŋşńĳ —x_2 ťşŋłűĺĺ g_1(x), šő ĺ ěčő ňőęŋő şďăńĺšĳ, ććőď£ ďřşčş¿ ćśŕőňőčăšěńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿

g_2(x) = g^1(x)x − —x_2 = f(x) (x − —x_1)(x − —x_2):

Ŕőćšőř££ ¡šőš ŕřőűěśś, ňż ŋăţőďĺň šřěąşěňőě łőńĺůěśšćő łőřŋěľ.

Őďŋăłő ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ňż ŋăţőďĺň ńĺÿĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőě ğŋăůěŋĺě łőřŋ£ ~x_1 ≈ —x_1 ĺ

śšřőĺň ťşŋłűĺ¿ ŋě g_1(x), ă ťşŋłűĺ¿ ~g_1(x) = f (x) x − ~x_1 , łőšőřă£ ĺňěěš ŋşńĳ ć šőůłě —x^1 ĺ ŕőń¿ś ć ąńĺğłőľ ł ŋěľ šőůłě ~x_1. Ůšőąż ¡šő ŋě śłăğżćăńőśĳ ŕřĺ ŋăţőęďěŋĺĺ śńěďş¿źĺţ łőřŋěľ, ŋăďő ćżůĺśń£šĳ łăęďżľ łőřěŋĳ ś ćżśőłőľ šőůŋőśšĳ¿, őśőąěŋŋő ěśńĺ őŋ łřăšŋżľ ĺńĺ ćąńĺğĺ ŋěčő řăśŕőńőęěŋ ďřşčőľ łőřěŋĳ.

Łřőňě šőčő, ďń£ ń¿ąőčő ňěšőďă őłőŋůăšěńĳŋżě ĺšěřăűĺĺ ćąńĺğĺ őŕřěďěń£ěňőčő łőřŋ£ řěłőňěŋďşěšś£ ďěńăšĳ ŋě ŕő ťşŋłűĺ£ň g_i(x), ă ŕő ĺśţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ f(x). Ŕřĺ ¡šőň ŕőśńěďŋĺě ĺšěřăűĺĺ, ćżůĺśńěŋŋżě ŕő ťşŋłűĺĺ g_i(x), ĺśŕőńĳğş¿šś£ ć łăůěśšćě ŋşńěćżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ. İšő őśőąěŋŋő ćăęŋő ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ňŋőčĺţ łőřŋěľ, ŕőśłőńĳłş ůěň ąőńĳÿě łőřŋěľ şďă-

ńěŋő, šěň ňěŋĳÿě ŋşńĺ ćśŕőňőčăšěńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ f (x) ∏ i (x − ~x_i) śőőšćěšśšćş¿š őśšăńĳŋżň ŋşń£ň

ťşŋłűĺĺ f(x).

Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ n ŋşńěľ ťşŋłűĺĺ, łőčďă ŋěš ĺŋťőřňăűĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ ł ŋĺň ĺńĺ ęě ŋăůăńĳŋżě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ čřşążě, ŕřĺňěŋ£¿š ňěšőď ŕăřăąőń. Ěśńĺ ŋăůăńĳŋżě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł ŋşń£ň ďőśšăšőůŋő ţőřőÿĺě, šő řăğşňŋő ŕřĺňěŋěŋĺě ňěšőďőć śěłşźĺţ ĺńĺ Ŋĳ¿šőŋă, łőčďă ćőğňőęŋż ŋşńĺ ůěšŋőľ łřăšŋőśšĺ, ĺńĺ ęě ďćşśšőřőŋŋěčő ňěšőďă Ąřěŋšă ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě.

19. Łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋőć

Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋőć řěłőňěŋďşěšś£ ňěšőď ŕăřăąőń. Ţőš£ ěčő śţőďĺňőśšĳ ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň ŋăůăńĳŋőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ ĺ ŋě ďőłăğăŋă, ŋő ŋă ŕřăłšĺłě ¡šőš ňěšőď ążśšřő

śţőďĺšś£ ł łăłőňş-ŋĺąşďĳ łőřŋ¿. Ŕőśłőńĳłş ďń£ ňŋőčőůńěŋă ůăśšŋőě f (x) x − —x šăłęě ňŋőčőůńěŋ, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋő şďăń££ ŋăľďěŋŋżě łőřŋĺ ňőęŋő ŋăľšĺ ćśě łőřŋĺ ĺśţőďŋőčő ňŋőčőůńěŋă.

Śńěďşěš şůĺšżćăšĳ ćőğňőęŋş¿ śĺńĳŋş¿ ŋěşśšőľůĺćőśšĳ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋőć łăł ťşŋłűĺľ őš ĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć. Ŋăĺąőńěě ůşćśšćĺšěńĳŋżňĺ ňőčşš ążšĳ ŋăĺąőńĳÿĺě ŕő ňőďşń¿ łőřŋĺ, őśőąěŋŋő ł ŕőčřěÿŋőśš£ň łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕřĺ śšăřÿĺţ śšěŕěŋ£ţ. Łřăšŋżě ĺńĺ ąńĺğłĺě łőřŋĺ ňőčşš ążšĳ śńăąő şśšőľůĺćżňĺ ĺ ŕřĺ ŋěąőńĳÿĺţ śšěŕěŋ£ţ ňŋőčőůńěŋőć. İšő őğŋăůăěš, ůšő ŋěőąţőďĺňő ŕřěďěńĳŋő šőůŋő ćżůĺśń£šĳ ğŋăůěŋĺě łő¡ťťĺűĺěŋšőć.

Ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš ćżśőłş¿ śšěŕěŋĳ, šő ćőğŋĺłă¿š ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě šřşďŋőśšĺ, ść£- ğăŋŋżě ś šěň, ůšő ňŋőčőůńěŋ ążśšřő ćőğřăśšăěš ŕřĺ şćěńĺůěŋĺĺ ăřčşňěŋšă. Ŕő¡šőňş ŕřĺ ůĺśńěŋŋżţ řăśůěšăţ ŋěőąţőďĺňő şůĺšżćăšĳ ćőğňőęŋőśšĺ ŕěřěŕőńŋěŋĺľ. Őążůŋő ććőď£š ňăśÿšăąŋżě ňŋőęĺšěńĺ, ćěńĺůĺŋă łőšőřżţ ść£ğăŋă ś ďĺăŕăğőŋőň ĺğňěŋěŋĺľ ăřčşňěŋšă.

Ŕřĺ şďăńěŋĺĺ łőřŋěľ ćŋőśĺšś£ ŕőčřěÿŋőśšĳ őłřşčńěŋĺľ ć łő¡ťťĺűĺěŋšż, ă ¡šő ćńĺ£ěš ŋă šőůŋőśšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ śńěďş¿źĺţ łőřŋěľ. Ůšőąż şňěŋĳÿĺšĳ ¡šő ćńĺ£ŋĺě, ŋă ŕřăłšĺłě ŋăůĺŋă¿š ś şďăńěŋĺ£ ňěŋĳÿĺţ ŕő ňőďşń¿ łőřŋěľ, ŕőśłőńĳłş ěśńĺ ŋăůăšĳ ś şďăńěŋĺ£ ąőńĳÿĺţ łőřŋěľ, šő šőůŋőśšĳ ňőęěš şŕăśšĳ łăšăśšřőťĺůěśłĺ. Ŕő¡šőňş ğă ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě řěłőňěŋďşěšś£ ćğ£šĳ x_0 = −1, x_1 = 1, x_0 = 0. Šőčďă ĺšěřăűĺĺ őążůŋő śţőď£šś£ ł ŋăĺňěŋĳÿěňş ŕő ňőďşń¿ łőřŋ¿. Ŕőśńě ěčő şďăńěŋĺ£ ŕő šěň ęě ŋăůăńĳŋżň ŕřĺąńĺęěŋĺ£ň ĺźşš śńěďş¿źĺľ łőřěŋĳ ĺ š.ď. Ŕřĺ šăłőľ őřčăŋĺğăűĺĺ ćżůĺśńěŋĺľ ŕőšěř£ šőůŋőśšĺ ąşďěš ŋěąőńĳÿőľ.

Ńĺšěřăšşřă

1. Ăřşÿăŋ£ŋ Ĺ.Ő., Ůĺęőŋłőć Ě.Ć. Ňăšěřĺăńż śěňĺŋăřśłĺţ ğăŋ£šĺľ ŕő łşřśş \Ňěšőďż ćżůĺśńěŋĺľ" / ŕőď řěď. Ăřşÿăŋ£ŋă Ő.Ą. | Ň.: Ĺğď-ćő ŰŔĹ ŕřĺ ňěţăŋĺłő-ňăšěňăšĺ-ůěśłőň ťăłşńĳšěšě ŇČŞ, 1999.

2. Ąăţćăńőć Ŋ.Ś. Ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż. Ň.: Ŋăşłă, 1975.

3. Ąăţćăńőć Ŋ.Ś., Ęĺďłőć Ŋ.Ŕ., Łőąěńĳłőć Č.Ň. Ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż. Ň.: Ŋăşłă, 1987. 4. Ąĺąńĺőšěłă ŊĹĆŰ ŇČŞ řěÿěŋĺ£ šĺŕőćżţ ğăďăů ůĺśńěŋŋőčő ăŋăńĺğă

(http://www.srcc.msu.su/num anal).

5. Ďěňĺďőćĺů Ą.Ŕ., Ňăřőŋ Ĺ.Ă. Őśŋőćż ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ňăšěňăšĺłĺ. Ň.: Ťĺğňăščĺğ, 1963. 6. Łăńĺšłĺŋ Ŋ.Ŋ. Ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż. Ň.: Ŋăşłă, 1978.

7. Łăţăŋěř Ď., Ňőşńěř Ł., Ŋ¡ÿ Ś. Ůĺśńěŋŋżě ňěšőďż ĺ ŕřőčřăňňŋőě őąěśŕěůěŋĺě. Ň.: Ňĺř, 1998.

8. Łřżńőć Ć.Ĺ., Ąőąłőć Ć.Ć., Ňőŋăśšżřŋżľ Ŕ.Ĺ. Ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ňěšőďż. Ň.: Ŋăşłă, 1977.