1. ŊĚŃĹŊĚĽŊŻĚ ŞŘĂĆŊĚŊĹ§

1.1. Ŕřěďćăřĺšěńĳŋżě ğăňěůăŋĺ£

Ŕşśšĳ šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ěďĺŋśšćěŋŋżľ ŋă őšřěğłě [a, b] łőřěŋĳ —x şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0 ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ f(x).

Ěśńĺ ć őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£ —x ťşŋłűĺ£ f(x) ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě f(x) = (x − —x)^pg(x), čďě p | ŋăšşřăńĳŋőě, ă g(x) | őčřăŋĺůěŋŋă£ ťşŋłűĺ£, šăłă£, ůšő g(—x) ≠ 0, šő p ŋăğżćă¿š łřăšŋőśšĳ¿ łőřŋ£. Ěśńĺ p = 1, šő łőřěŋĳ —x ŋăğżćă¿š ŕřőśšżň. Ŕřĺ ŋěůěšŋőň p ťşŋłűĺ£ f(x) ňěŋ£ěš ğŋăł ŋă [a, b], š.ě. f(a)f(b) < 0, ă ŕřĺ ůěšŋőň p | ŋěš.

Ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋżň ěňş şřăćŋěŋĺěň x = φ(x). İšş ğăňěŋş ňőęŋő śďěńăšĳ, ŕőńőęĺć, ŋăŕřĺňěř, φ(x) = x + g(x)f(x), čďě g(x) | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋěŕřěřżćŋă£ ğŋăłőŕőśšő£ŋŋă£ ťşŋłűĺ£.

Ěśńĺ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ĺňěěš ŋă [a, b] ŋěśłőńĳłő łőřŋěľ, šő ćżŕőńŋ£¿š őŕěřăűĺ¿ őšďěńěŋĺ£ (ńőłăńĺğăűĺĺ) łőřŋěľ, š.ě. ŋăţőď£š šăłĺě ŕőďőšřěğłĺ őšřěğłă [a, b], łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ śőďěřęĺš ěďĺŋśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ ďăŋŋőčő şřăćŋěŋĺ£. Ďń£ ćżŕőńŋěŋĺ£ ¡šőľ őŕěřăűĺĺ ĺśŕőńĳğş¿š šăąńĺůŋżľ ĺńĺ čřăťĺůěśłĺľ śŕőśőąż.

Řăğńĺůă¿š ŕř£ňżě ĺ ĺšěřăűĺőŋŋżě ňěšőďż řěÿěŋĺ£ ŋěńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ŕř£ňżě ňěšőďż ŕőğćőń£¿š ŋăľšĺ ćśě łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő őŕěřăűĺľ (ŋăŕřĺňěř, ĺğćěśšŋżě ťőřňşńż řěÿěŋĺ£ łćăďřăšŋżţ şřăćŋěŋĺľ).

Ĺšěřăűĺőŋŋżľ ňěšőď řěÿěŋĺ£ čěŋěřĺřşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋĺľ {x_n}, łőšőřă£ śţőďĺšś£ ł łőřŋ¿ ć šőň śňżśńě, ůšő lim_{n→∞} |x_n − —x| = 0. Ěśńĺ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ x_{n+1} ĺśŕőńĳğşěšś£ šőńĳłő őďŋő řăŋěě ćżůĺśńěŋŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě x_n, šő šăłőľ ňěšőď ŋăğżćă¿š őďŋőšőůěůŋżň (őďŋőÿăčőćżň), ĺńĺ ňěšőďőň ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ňěšőď ŋăğżćăěšś£ ňŋőčőšőůěůŋżň (ňŋőčőÿăčőćżň).

Ěśńĺ ďćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ x_{n+1} ĺ x_n ŋă łăęďőň ÿăčě ĺšěřăűĺľ řăśŕőńăčă¿šś£ ŕő řăğŋżě śšőřőŋż őš łőřŋ£, šő ňěšőď ŋăğżćă¿š ďćşśšőřőŋŋĺň, ă ěśńĺ ŕő őďŋş śšőřőŋş | őďŋőśšőřőŋŋĺň.

Ŕşśšĳ ε | ăąśőń¿šŋă£ šőůŋőśšĳ, ś łőšőřőľ šřěąşěšś£ ŋăľšĺ łőřěŋĳ. Šőčďă łřĺšěřĺěň őłőŋůăŋĺ£ śůěšă ŕő ďćşśšőřőŋŋěňş ňěšőďş £ćń£ěšś£ ćżŕőńŋěŋĺě ŋěřăćěŋśšćă |x_{n+1} − x_n| < ε. Ďń£ őďŋőśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć ć łăůěśšćě šăłőčő łřĺšěřĺ£ ňőęŋő ŕřĺŋ£šĳ őďŋőćřěňěŋŋőě ćżŕőńŋěŋĺě ŋěřăćěŋśšć |f(x_{n+1})| < ε ĺ |x_{n+1} − x_n| < ε. Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ ŕřĺňěŋěŋĺĺ őďŋőśšőřőŋŋĺţ ňěšőďőć ůăźě ĺśŕőńĳğşěšś£ őšŋőśĺšěńĳŋă£ šőůŋőśšĳ.

Śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ. Ĺšěřăűĺőŋŋżľ ňěšőď ĺňěěš ŕőř£ďőł m (ĺńĺ śłőřőśšĳ śţőďĺ-

ňőśšĺ m), ěśńĺ m ěśšĳ ŋăĺąőńĳÿěě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő, ďń£ łőšőřőčő śşźěśšćşěš šăłă£ łőŋěůŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£ q > 0, ůšő |x_{n+1} − —x| ≤ q |x_n − —x|^m. Ćěńĺůĺŋş x_n − —x ŋăğżćă¿š ăąśőń¿šŋőľ őÿĺąłőľ ŋă šěłşźěň ÿăčě ĺšěřăűĺľ. Ŕőśšő£ŋŋş¿ q ŋăğżćă¿š łőŋśšăŋšőľ ăśĺňŕšőšĺůěśłőľ őÿĺąłĺ, ŕřĺůěň ¡šă ŕőśšő£ŋŋă£ őążůŋő őűěŋĺćăěšś£ ůěřěğ ŕřőĺğćőďŋżě ťşŋłűĺĺ f(x) ć šőůłě x = —x.

Ěśńĺ m = 1 ĺ q ∈ (0, 1), šő ňěšőď ĺňěěš ńĺŋěľŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ (ĺŋőčďă čőćőř£š, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ňěšőď śţőďĺšś£ śő śłőřőśšĳ¿ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ śő ğŋăňěŋăšěńěň q).

Ěśńĺ ĺňěěš ňěśšő őűěŋłă |x_{n+1} − —x| ≤ q_{n+1}|x_n − —x|, q_n → 0 ŕřĺ n → ∞, šő ňěšőď ĺňěěš śćěřţńĺŋěľŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ. Ő śćěřţńĺŋěľŋőľ śłőřőśšĺ čőćőř£š ĺ ć śńşůăě, łőčďă 1 < m < 2.

Ěśńĺ m = 2 (ŕřĺ ¡šőň őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă q ŋě ťőřňşńĺřş¿šś£), šő śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ŋăğżćă¿š łćăďřăšĺůŋőľ. Ŕřĺ ą«őńĳÿĺţ ğŋăůěŋĺ£ţ m śőőšćěšśšćş¿źĺě ňěšőďż ŋăğżćă¿š ĺšěřăűĺőŋŋżňĺ ňěšőďăňĺ ćżśÿĺţ ŕőř£ďłőć. Ůěň ąőńĳÿě m, šěň ąőńěě ęěśšłĺňĺ śšăŋőć£šś£ şśńőćĺ£, őąěśŕěůĺćă¿źĺě śţőďĺňőśšĳ ňěšőďă.

Ňěšőď ąĺśěłűĺľ. Ŕşśšĳ f(a)f(b) < 0. Őąőğŋăůĺň a_0 = a ĺ b_0 = b. Šőčďă ŕőśńěďőćăšěńĳ-

ŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋĺľ x_{n+1} = a_n + 1 2 (b_n − a_n), n = 0, 1, 2, . . . , [a_{n+1}, b_{n+1}] = { [a_n, x_{n+1}], ěśńĺ f(a_n)f(x_{n+1}) < 0, [x_{n+1}, b_n], ěśńĺ f(x_{n+1})f(b_n) < 0,

čăřăŋšĺřőćăŋŋő (ŋő ŋě ňőŋőšőŋŋő) śţőďĺšś£ ł łőřŋ¿ şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0 ďń£ ń¿ąőľ ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă [a, b] ťşŋłűĺĺ f(x) (ěśšěśšćěŋŋő, ćżŕĺśăŋŋżľ ŕřőűěśś ŕřěřżćăěšś£, ěśńĺ f(x_{n+1}) = 0; šőčďă ŕőńăčă¿š x_{n+1} = —x). Ďăŋŋżľ ňěšőď ŋăğżćă¿š ěźě ňěšőďőň ďěńěŋĺ£ őšřěğłă ŕőŕőńăň, ňěšőďőň ŕőńőćĺŋŋőčő ďěńěŋĺ£, ňěšőďőň ďĺţőšőňĺĺ ĺńĺ ňěšőďőň ćĺńłĺ.

Ŕőśłőńĳłş ňěšőď ąĺśěłűĺľ £ćń£ěšś£ ďćşśšőřőŋŋĺň, łřĺšěřĺěň őłőŋůăŋĺ£ śůěšă £ćń£ěšś£ ćżŕőńŋěŋĺě ŋěřăćěŋśšćă |x_{n+1} − —x| ≤ |x_{n+1} − x_n| < ε, čďě ε | ğăďăŋŋă£ ăąśőń¿šŋă£ šőůŋőśšĳ. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ŕřĺňěřŋőě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ N, ŋěőąţőďĺňőě ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łőřŋ£ ś őšŋőśĺšěńĳŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ε, őŕřěďěń£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćőň b − a 2^N ≤ ε ĺńĺ N ≥ ln(b − a) − ln ε ln 2

, ĺńĺ N ≥ log_2 b − a ε . Ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ. Ŕşśšĳ ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ğăňěŋěŋő ¡łćĺćăńěŋšŋżň

ěňş şřăćŋěŋĺěň x = φ(x). Ćżąěřěň ŋěłőšőřőě ŋşńěćőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ł łőřŋ¿ x_0 ∈ [a, b], ă ďăńĳŋěľÿĺě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ąşďěň ćżůĺśń£šĳ ŕő ťőřňşńăň x_{n+1} = φ(x_n), n = 0, 1, 2, . . . . Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_n śšřěňĺšś£ ł ŕřěďěńş, £ćń£¿źěňşś£ łőřŋěň ĺśţőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£, łőčďă őšőąřăęěŋĺě y = φ(x) £ćń£ěšś£ śęĺňă¿źĺň (ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋżň £ćń£ěšś£ ćżŕőńŋěŋĺě şśńőćĺ£ |φ^′(x)| < 1 ćś¿ďş ŋă [a, b]). Őůěćĺďŋő, ůšő ůěň ňěŋĳÿě |φ^′(x)|, šěň ążśšřěě śţőďĺňőśšĳ. Ćąńĺğĺ łőřŋ£ ăśĺňŕšőšĺůěśłă£ śţőďĺňőśšĳ őŕřěďěń£ěšś£ ćěńĺůĺŋőľ |φ^′(—x)| ĺ ąşďěš őśőąěŋŋő ążśšřőľ ŕřĺ |φ^′(—x)| = 0.

Ěśńĺ ŋă [a, b] ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő 0 < φ^′(x) < 1, šő śţőďĺňőśšĳ ł łőřŋ¿ ňőŋőšőŋŋă£ ĺ őďŋőśšőřőŋŋ££. Ěśńĺ ęě −1 < φ^′(x) < 0, šő śţőďĺňőśšĳ ďćşśšőřőŋŋ££.

Ŕřĺňěřŋőě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ N, ŋěőąţőďĺňőě ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łőřŋ£ ś őšŋőśĺšěńĳŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ε, őŕřěďěń£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćőň N ≥ ( ln 1 ε ) / ( ln 1 q ) , čďě łőŋśšăŋšă q ąěřěšś£ ĺğ ŋěřăćěŋśšćă |φ^′(x)| ≤ q < 1.

Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă. Řăśůěšŋă£ ťőřňşńă ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ĺňěěš ćĺď

x_{n+1} = x_n − f(x_n) f^′(x_n) . Ňěšőď śőśšőĺš ć ğăňěŋě ďşčĺ łřĺćőľ y = f(x) ŋă łăśăšěńĳŋş¿ ł ŋěľ ć ŕřőűěśśě łăęďőľ ĺšěřăűĺĺ. İšő ćĺďŋő ĺğ şřăćŋěŋĺ£ łăśăšěńĳŋőľ, ŕřőćěďěŋŋőľ ć šőůłě (x_n, f(x_n)):

y − f(x_n) = f^′(x_n)(x − x_n),

ĺğ łőšőřőčő řăśůěšŋă£ ťőřňşńă ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřőűěśśă śńěďşěš, ěśńĺ ŕőńőęĺšĳ y = 0 ĺ x = x_{n+1}.

Ć ňěšőďě Ŋĳ¿šőŋă (ěčő ěźě ŋăğżćă¿š ňěšőďőň Ŋĳ¿šőŋă{Řăťśőŋă) śţőďĺňőśšĳ ňőŋőšőŋŋă£ ĺ őďŋőśšőřőŋŋ££. Ŕřĺňěřŋőě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ N, ŋěőąţőďĺňőě ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łőřŋ£ ś őšŋőśĺšěńĳŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ε, őŕřěďěń£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćőň

N ≥ log_2 log_2 1 ε . Ňěšőď śěłşźĺţ. Ŕşśšĳ x_{n−1} ĺ x_n | ďćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł łőřŋ¿. Ğă-

ňěŋĺň łřĺćş¿ y = f(x) ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłĺ (x_{n−1}, f(x_{n−1})) ĺ (x_n, f(x_n)). Ć łăůěśšćě śńěďş¿źěčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł łőřŋ¿ ćőğĳňěň šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šőľ ŕř£ňőľ ś őśĳ¿ ăąśűĺśś. Řăśůěšŋă£ ťőřňşńă ĺňěěš ćĺď

x_{n+1} = x_n − x_n − x_{n−1} f(x_n) − f(x_{n−1}) f(x_n). Ňěšőď śěłşźĺţ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă, ěśńĺ f^′(x) ăŕŕřőłśĺňĺřşěšś£ řăğŋőśšĳ¿ ŋăğăď. İšőš ňěšőď £ćń£ěšś£ ďćşţšőůěůŋżň, ěčő śţőďĺňőśšĳ ňőŋőšőŋŋă£ ĺ őďŋőśšőřőŋŋ££. Ŕřĺňěřŋőě łőńĺůěśšćő ĺšěřăűĺľ N, ŋěőąţőďĺňőě ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łőřŋ£ ś őšŋőśĺšěńĳŋőľ šőůŋőśšĳ¿ ε, őŕřěďěń£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćőň

N ≥ 1.44 log_2 log_2 1 ε . Ňěšőď ţőřď. Ŕşśšĳ f(a)f(b) < 0. Śşźŋőśšĳ ňěšőďă (ěčő ěźě ŋăğżćă¿š ňěšőďőň ńőęŋőčő

ŕőńőęěŋĺ£) śőśšőĺš ć ğăňěŋě łřĺćőľ y = f(x) ţőřďăňĺ, ŕřőţőď£źĺňĺ ůěřěğ łőŋűż őšřěğłőć, ć łőšőřżţ f(x) ĺňěěš ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ğŋăłĺ. Ňěšőď ţőřď šřěąşěš, ůšőąż őďĺŋ łőŋěű őšřěğłă, ŋă łőšőřőň ĺźěšś£ łőřěŋĳ, ążń ŋěŕőďćĺęěŋ. Ć łăůěśšćě ŋěŕőďćĺęŋőčő łőŋűă x_0 ćżąĺřă¿š šőš łőŋěű őšřěğłă, ďń£ łőšőřőčő ğŋăł f(x) śőćŕăďăěš śő ğŋăłőň ćšőřőľ ŕřőĺğćőďŋőľ f^{′′}(x). Řăśůěšŋă£ ťőřňşńă ĺňěěš ćĺď

x_{n+1} = x_n − f(x_n) f(x_n) − f(x_0)

(x_n − x_0).

Ňěšőď ţőřď, łăł ĺ ňěšőď śěłşźĺţ, £ćń£ěšś£ ďćşţšőůěůŋżň, ěčő śţőďĺňőśšĳ ňőŋőšőŋŋă£ ĺ őďŋőśšőřőŋŋ££.

Łőňąĺŋĺřőćăŋŋżľ ňěšőď. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺňěŋ££ ňěšőďż Ŋĳ¿šőŋă ĺ ţőřď, ŕőńş-

ůĺň śńěďş¿źĺě řăśůěšŋżě ťőřňşńż:

~x_{n+1} = ~x_n − f(~x_n) f^′(~x_n) , x_{n+1} = x_n − f(x_n) f(~x_n) − f(x_0)

(~x_n − x_0).

Łőňąĺŋĺřőćăŋŋżľ ňěšőď £ćń£ěšś£ ďćşţšőůěůŋżň ĺ ďćşśšőřőŋŋĺň.

Ňěšőďż ćżśőłĺţ ŕőř£ďłőć śţőďĺňőśšĺ. Ěśńĺ ć ňěšőďě ŕřőśšżţ ĺšěřăűĺľ x_{n+1} =

φ(x_n) ťşŋłűĺ£ φ(x) ćżąřăŋă šăł, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ

φ^′(—x) = φ^{′′}(—x) = . . . = φ^{(m−1)}(—x) = 0, φ^{(m)}(—x) ≠ 0,

šő ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ňěšőď, ŕőř£ďőł śţőďĺňőśšĺ łőšőřőčő řăćŋ£ěšś£ m. Ůăśšő šăłőľ ňěšőď ŋăğżćă¿š śšăűĺőŋăřŋżň ŕřőűěśśőň m-čő ŕőř£ďłă. Śłőřőśšĳ ěčő śţőďĺňőśšĺ ćąńĺğĺ łőřŋ£ őŕřěďěń£ěšś£ śńěďş¿źĺň řăćěŋśšćőň:

x_{n+1} − —x = φ(x_n) − φ(—x) = 1 m! (x_n − —x)^mφ^{(m)}(ξ), ξ ∈ (x_n, —x). Ŋěďőśšăšőł ňěšőďőć ćżśőłĺţ ŕőř£ďłőć śţőďĺňőśšĺ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ůěň ąőńĳÿě ğŋăůěŋĺě m, šěň ňěŋĳÿě őąńăśšĳ čăřăŋšĺřőćăŋŋőľ śţőďĺňőśšĺ, ă śăňă śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ řěăńĳŋő ďőśšĺčăěšś£ ńĺÿĳ ć şğłőľ őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£.

Ąőńěě ŕőďřőąŋőě ĺğńőęěŋĺě řăśśňőšřěŋŋżţ ňěšőďőć ĺ ĺţ čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ŕřĺćěďěŋż ć ňăšěřĺăńăţ ŕő śšşďěŋůěśłőňş ćżůĺśńĺšěńĳŋőňş ŕřăłšĺłşňş ŕő ůĺśńěŋŋőňş řěÿěŋĺ¿ ŋěńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ (śň. řăğďěń \Şůěąŋő-ňěšőďĺůěśłĺě ňăšěřĺăńż" ŕő ăďřěśş http://www.srcc.msu.su/num anal).

1.2. Ğăďăůĺ ĺ řěÿěŋĺ£

1. Ŕőśšřőĺšĳ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£^p √ a, a > 0, čďě p | ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő.

Řěÿěŋĺě. Ğŋăůěŋĺě^{p√}a £ćń£ěšś£ łőřŋěň şřăćŋěŋĺ£ f(x) ≡ x^p − a = 0. Ďń£ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ĺňěěš ćĺď:

x_{n+1} = x_n − f(x_n) f^′(x_n)

= x_n − x^p_n − a px^{p−1}_n = p − 1 p x_n + a px^{p−1}_n . Ďń£ p = 2 ŕőńşůĺň x_{n+1} = 1 2 ( x_n + a x_n ) . 2. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ĺňěěš ŋă őšřěğłě [a, b] ěďĺŋśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ —x ĺ ďń£ ěčő ćżůĺśńěŋĺ£ ĺśŕőńĳğşěšś£ ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ φ(x) | ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă [a, b] ĺ |φ^′(x)| ≤ q < 1 ŋă ¡šőň őšřěğłě, šő ďń£ ń¿ąőčő ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ x_0 ∈ [a, b] ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {x_n} śţőďĺšś£ ł łőřŋ¿ —x.

Řěÿěŋĺě. Ŕőśłőńĳłş —x = φ(—x), šő x_{n+1} − —x = φ(x_n) − φ(—x), n = 0, 1, 2, . . . . Ŕő šěőřěňě Ńăčřăŋęă ďń£ łăęďőčő n śşźěśšćşěš šăłőě ξ_n, ξ_n ∈ [x_n, —x], ůšő

x_{n+1} − —x = (x_n − —x) φ^′(ξ_n).

Ŕőńşůěŋŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ŋăğżćă¿š şřăćŋěŋĺěň őÿĺąłĺ. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺňěŋ££ şłăğăŋŋş¿ šěőřěňş, ŕőńşůĺň

x_{n+1} − —x = (x_n − —x) φ^′(ξ_n) = (x_{n−1} − —x) φ^′(ξ_n)φ^′(ξ_{n−1}) = . . . = (x_0 − —x) φ^′(ξ_n)φ^′(ξ_{n−1}) . . . φ^′(ξ_0), čďě ξ_{n−1} ∈ [x_{n−1}, —x], . . . , ξ_0 ∈ [x_0, —x].

Ŕőśłőńĳłş | |φ^′(ξ_i) | | ≤ q, i = 0, 1, 2, . . . n, šő |x_{n+1} − —x| ≤ q^{n+1} |x_0 − —x|. Ŕřĺ q < 1 ŕřăćă£ ůăśšĳ ¡šőčő ŋěřăćěŋśšćă śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ n → ∞, š.ě. ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {x_n} śţőďĺšś£ ł łőřŋ¿ x (šěň śăňżň, őšőąřăęěŋĺě φ(x) £ćń£ěšś£ śęĺňă¿źĺň).

Ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě śţőďĺňőśšĺ q < 1 (ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ) ůăśšő ŋăğżćă¿š şśńőćĺěň Ńĺŕÿĺűă, ă łőŋśšăŋšş q | łőŋśšăŋšőľ Ńĺŕÿĺűă.

Ć ďőśšăšőůŋőľ ąńĺğőśšĺ ł łőřŋ¿ ţăřăłšěř śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ ňőęŋő ćżřăğĺšĳ ůěřěğ φ^′(—x) ś ŕőňőźĳ¿ řăğńőęěŋĺ£ ć ř£ď Šěľńőřă śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

x_{n+1} − —x = φ(x_n) − φ(—x) = φ(—x + (x_n − —x)) − φ(—x) =

= φ(—x) + (x_n − —x) φ^′(—x) + 1 2 (x_n − —x)^2 φ^{′′}(ξ) − φ(—x) =

= (x_n − —x) φ^′(—x) + 1 2 (x_n − —x)^2 φ^{′′}(ξ), čďě ξ ∈ [x_n, —x].

3. Ŕőśšřőĺšĳ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ćżůĺśńěŋĺ£ ćśěţ łőřŋěľ şřăćŋěŋĺ£

f(x) = x^3 + 3x^2 − 1 = 0

ňěšőďőň ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ.

Řěÿěŋĺě. Šăąńĺůŋżň śŕőśőąőň őšďěńěŋĺ£ łőřŋěľ ćżďěńĺň őšřěğłĺ, ŋă łőŋűăţ łőšőřżţ ťşŋł-

űĺ£ f(x) ĺňěěš řăğŋżě ğŋăłĺ:

x −3 −2 −1 0 1 2 3 sign f(x) − + + − + + +

Šăłĺň őąřăğőň, łőřŋĺ ĺśţőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ńěęăš ŋă őšřěğłăţ [ −3, −2 ], [ −1, 0 ], [ 0, 1 ], ďń£ łăęďőčő ĺğ łőšőřżţ ŕőśšřőĺň śćőľ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś.

Šăł łăł ŋă [ −3, −2 ] ĺňěěň x^2 ≠ 0, šő ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě ňőęŋő řăğďěńĺšĳ ŋă x^2. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň řăćŋőśĺńĳŋőě şřăćŋěŋĺě x = φ(x) ≡ 1 x^2 − 3. Ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ŕěřćőčő łőřŋ£:

x_{n+1} = 1 x^2_n − 3. Śţőďĺňőśšĳ ĺňěěš ňěśšő ďń£ ćśěţ ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ x_0 ĺğ ¡šőčő őšřěğłă, šăł łăł ďń£ x ∈ [ −3, −2 ] ĺňěěš ňěśšő őűěŋłă | | φ^′(x) | | = | | | | − 2 x^3 | | | | ≤ 1 4 < 1. Ďń£ ďćşţ ďřşčĺţ őšřěğłőć ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě x^2 ( x + 3 ) − 1 = 0. Šăł łăł ďń£ řăśśňăšřĺćăěňżţ őšřěğłőć x + 3 ≠ 0, šő ŕőńşůăěň ďćă ĺšěřăűĺőŋŋżţ ŕřőűěśśă:

x_{n+1} = − 1 √ x_n + 3

, x_{n+1} = + 1 √ x_n + 3 . Śţőďĺňőśšĳ ďń£ ¡šĺţ őšřěğłőć śńěďşěš ĺğ őűěŋłĺ: | φ^′(x) | = | | | 1 2 √ x + 3 | | | 3 < 1.

4. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ĺňěěš łőřěŋĳ ŋă őšřěğłě [a, b], ŕřĺůěň f(x) ďĺťťěřěŋűĺřşěňă, ă f^′(x) ğŋăłőŕőśšő£ŋŋă ŋă ¡šőň őšřěğłě. Šřěąşěšś£ ŕőśšřőĺšĳ řăćŋőśĺńĳŋőě şřăćŋěŋĺě ćĺďă x = φ(x), ďń£ łőšőřőčő ŋă [a, b] ćżŕőńŋěŋő ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ |φ^′(x)| ≤ q < 1.

Řěÿěŋĺě. Ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő f^′(x) > 0. Ŕşśšĳ 0 < m ≤ f^′(x) ≤ M. Ğăňěŋĺň ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě řăćŋőśĺńĳŋżň: x = φ(x) ≡ x − λf(x), λ > 0. Ŕőďąěřěň ŕăřăňěšř λ šăł, ůšőąż ŋă [a, b] ćżŕőńŋ£ńőśĳ ŋěřăćěŋśšćő:

0 ≤ φ^′(x) = 1 − λf^′(x) ≤ q < 1.

İšő ŋěřăćěŋśšćő ąşďěš ğăćěďőňő ćżŕőńŋěŋő, ěśńĺ ąşďěš ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě 0 ≤ φ^′(x) = 1 − λM ≤ 1 − λm = q < 1. Ŕřĺ λ = 1 M ňż ŕőńşůăěň q = 1 − m M < 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺ šăłőň ćżąőřě λ ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ ćżŕőńŋěŋő.

5. Őŕřěďěńĺšĳ őąńăśšĳ ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ x_0, ďń£ łőšőřżţ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś

x_{n+1} = x^3_n + 1 20 śţőďĺšś£.

Řěÿěŋĺě. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ŋăďő şłăğăšĳ šăłőě ňŋőęěśšćő ğŋăůěŋĺľ x0, ďń£ łőšőřżţ ďăŋŋżľ ĺšě-

řăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś, ŕřěďśšăćń£¿źĺľ śőąőľ ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ, śţőďĺšś£ ł łőřŋ¿ şřăćŋěŋĺ£ x = φ(x) ≡ x^3 + 1 20 . Ć śĺńş ďőśšăšőůŋőčő şśńőćĺ£ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ, ŋă ĺśłőňőľ őąńăśšĺ ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋěřăćěŋśšćő | |φ^′(x) | | < 1. Řěÿă£ ¡šő ŋěřăćěŋśšćő, ŕőńşůĺň | |φ^′(x) | | = | | | | 3x^2 20 | | | | < 1, |x| < 2 √ 5 3 ≈ 2.58 . Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň šě ğŋăůěŋĺ£ x_0, ďń£ łőšőřżţ śńěďş¿źěě ŕřĺąńĺęěŋĺě x_1 ŕőŕăďăěš ć ŕőńşůěŋŋżľ ĺŋšěřćăń, ŕőśńě ůěčő ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ąşďěš čăřăŋšĺřőćăŋŋő śţőďĺšĳś£. Šăłĺě x_0 şďőćńěšćőř£¿š ŋěřăćěŋśšćş | | | | x^3 + 1 20 | | | | < 2 √ 5 3 . Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ĺŋšěřćăń ğŋăůěŋĺľ x_0, ďń£ łőšőřżţ řăśśňăšřĺćăěňżľ ŕřőűěśś śţőďĺšś£ śő ćšőřőľ ĺšěřăűĺĺ, ÿĺřě ĺŋšěřćăńă, ŕőńşůěŋŋőčő ĺğ ďőśšăšőůŋőčő şśńőćĺ£ śţőďĺňőśšĺ. Őąőąźă£ ďăŋŋőě ŋăąń¿- ďěŋĺě, ŕőńşůĺň, ůšő őąńăśšĳ ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ x_0, ďń£ łőšőřżţ ¡šőš ŕřőűěśś ć łőŋěůŋőň ĺšőčě śţőďĺšś£, őŕřěďěń£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćőň x^3 + 1 20 < x ďń£ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ x. Ăŋăńőčĺůŋőě řăśÿĺřěŋĺě őąńăśšĺ śţőďĺňőśšĺ ĺňěěšś£ ďń£ őšřĺűăšěńĳŋżţ x.

Łőřŋ£ňĺ ğăďăŋŋőčő şřăćŋěŋĺ£ £ćń£¿šś£ łőřŋĺ x^∗_1 < 0, x^∗_2 > 0 ĺ x^∗_3 > 0 łćăďřăšŋőčő šřěţůńěŋă

x^3 − 20x + 1 = 0.

Ĺğ čěőňěšřĺůěśłőľ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ ďń£ ďăŋŋőčő śńşůă£ śńěďşěš, ůšő śţőďĺňőśšĳ ąşďěš ĺňěšĳ ňěśšő, ěśńĺ x_0 ∈ [x^∗_1, x^∗_3]. Ŕřĺ x_0 = x^∗_1 ĺ x_0 = x^∗_3 šřěąşěšś£ ńĺÿĳ őďŋă ĺšěřăűĺ£, ă ŕřĺ x_0 ∈ (x^∗_1, x^∗_3) śţőďĺňőśšĳ ąşďěš ł łőřŋ¿ x^∗_2 (śńěďőćăšěńĳŋő, x^∗_1 ĺ x^∗_3 | šőůłĺ őššăńłĺćăŋĺ£, ă šőůłă x^∗_2 | šőůłă ŕřĺš£ęěŋĺ£).

Šăłĺň őąřăğőň, őąńăśšĳ ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ řăśśňőšřěŋŋőčő ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřőűěśśă ĺňěěš ćĺď x_0 ∈ [x^∗_1, x^∗_3].

6. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ĺňěěš ŋă őšřěğłě [a, b] ŕřőśšőľ łőřěŋĳ, ŕřĺůěň f(x) | ďćăęďż ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ¡šĺţ şśńőćĺ£ţ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ĺňěěš łćăďřăšĺůŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ.

Řěÿěŋĺě. Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ĺňěěš ćĺď

x_{n+1} = x_n − f(x_n) f^′(x_n) . Őąőğŋăůĺň ůěřěğ —x ĺśłőňżľ łőřěŋĳ. Šőčďă —x ąşďěš šăłęě ĺ łőřŋěň şřăćŋěŋĺ£ x = φ(x) ≡ x − f(x) f^′(x) . Śńěďőćăšěńĳŋő, ňż ňőęěň řăśśňăšřĺćăšĳ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ, ďń£ łőšőřőčő φ^′(x) = f(x) f^{′′}(x) ( f^′(x)

)_2 ĺ φ^′(—x) = 0.

Őűěŋĺň šěŕěřĳ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă, ĺśŕőńĳğş£ řăğńőęěŋĺě ć ř£ď Šěľńőřă ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ —x:

x_{n+1} − —x = φ (x_n) − φ (—x) = φ ( —x + (x_n − —x) ) − φ (—x) =

= φ (—x) + (x_n − —x)φ^′(—x) + 1 2 (x_n − —x)^2 φ^{′′}(ξ) − φ (—x) = = 1 2 (x_n − —x)^2 φ^{′′}(ξ), čďě ξ ∈ [x_n, —x].

Śńěďőćăšěńĳŋő, ćąńĺğĺ łőřŋ£ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ĺňěěš łćăďřăšĺůŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ.

7. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ĺňěěš ŋă őšřěğłě [a, b] łőřěŋĳ —x łřăšŋőśšĺ p > 1, ŕřĺůěň f(x) | ďćăęďż ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ¡šĺţ şśńőćĺ£ţ ňěšőď Ŋĳ¿- šőŋă śţőďĺšś£ śő śłőřőśšĳ¿ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ śő ğŋăňěŋăšěńěň (p − 1)/p.

Řěÿěŋĺě. Ŕőśšşŕă£ šăł ęě, łăł ĺ ć śńşůăě ŕřőśšőčő łőřŋ£, ŕőńşůĺň

x_{n+1} − —x = (x_n − —x) φ^′(—x) + 1 2 (x_n − —x)^2 φ^{′′}(ξ), čďě ξ ∈ [x_n, —x].

Őďŋăłő ć śńşůăě p > 1 ć ćżřăęěŋĺĺ φ^′(x) = f(x) f^{′′}(x) ( f^′(x)

)_2

śőďěřęĺšś£ ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĳ \ŋőńĳ ŋă ŋőńĳ", šăł łăł —x £ćń£ěšś£ šăłęě łőřŋěň şřăćŋěŋĺ£ f^′(x) = 0. Őűěŋĺň φ^′(x).

Ťşŋłűĺ£ f(x) ć őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£ —x łřăšŋőśšĺ p ćěďěš śěą£ ŕřĺąńĺğĺšěńĳŋő łăł a (x − —x)^p, čďě a | łőŋśšăŋšă. Šőčďă ć ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£

φ^′(x) = f(x) f^{′′}(x) ( f^′(x)

)_2 ≈ a (x − —x)^p ap(p − 1) (x − —x)^{p−2} a^2p^2 (x − —x)^{2p−2} = p − 1 p < 1. Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő ůěň ćżÿě łřăšŋőśšĳ łőřŋ£, šěň ňěďńěŋŋěě śţőďĺňőśšĳ.

8. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ĺňěěš ŋă őšřěğłě [a, b] łőřěŋĳ —x ĺğćěśšŋőľ ğăřăŋěě łřăšŋőśšĺ p > 1, ŕřĺůěň f(x) | ďćăęďż ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£. Ŕőśšřőĺšĳ ňőďĺťĺłăűĺ¿ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă, ĺňě¿źş¿ łćăďřăšĺůŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ.

Řěÿěŋĺě. Šřěąşěňş¿ ňőďĺťĺłăűĺ¿ ąşďěň ĺśłăšĳ ć ćĺďě

x_{n+1} = x_n − α f(x_n) f^′(x_n)

ĺ ŕőďąěřěň ŕăřăňěšř α šăł, ůšőąż ĺňěńă ňěśšő łćăďřăšĺůŋă£ śţőďĺňőśšĳ. Řăśśňőšřĺň ďăŋŋş¿ ňőďĺťĺłăűĺ¿ łăł śŕěűĺăńĳŋżľ śńşůăľ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ x_{n+1} = φ (x), ďń£ łőšőřőčő ćżŕőńŋěŋő —x = φ (—x), ŕřĺůěň ćąńĺğĺ łőřŋ£

φ^′(x) = 1 − α + α f(x)f^{′′}(x) ( f^′(x)

)_2 ≈ 1 − α + α p − 1 p = p − α p . Ďń£ őąěśŕěůěŋĺ£ łćăďřăšĺůŋőľ śţőďĺňőśšĺ ŕăřăňěšř α ŋăďő ŕőďőąřăšĳ šăłĺň, ůšőąż φ^′(—x) = 0, ůšő ĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕřĺ α = p.

9. Őűěŋĺšĳ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ţőřď.

Řěÿěŋĺě. Ŕőśšşŕă£ šăł ęě, łăł ĺ ć ğăďăůăţ őą őŕřěďěńěŋĺĺ śłőřőśšĺ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă,

ŕřěďśšăćĺň ňěšőď ţőřď łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ: x = φ (x) = x − f(x) f(x) − f(x_0)

(x − x_0).

Ćąńĺğĺ łőřŋ£ —x şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0 ĺňěěň

x_{n+1} − —x = (x_n − —x) φ^′(—x) + 1 2 (x_n − —x)^2 φ^{′′}(ξ), ξ ∈ [x_n, —x], čďě

φ^′(—x) = 1 + f^′(—x) f(x_0)

(—x − x_0) = f(—x) − f^′(—x)(—x − x_0) + f^{′′}(η) 2 (—x − x_0)^2 + f^′(—x)(—x − x_0) f(x_0) = = (—x − x_0)^2 2 f^{′′}(η) f(x_0) , η ∈ [x_0, —x]. Ěśńĺ ćšőřőě ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ćğ£šĳ ć šăłőľ őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£, čďě | |φ^′(—x) | | ≤ q < 1, šő ňěšőď ţőřď ąşďěš ĺňěšĳ ńĺŋěľŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ.

10. Ŕőśšřőĺšĳ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ůĺśńă 1 a , šăł, ůšőąż řăśůěšŋżě ťőřňşńż ŋě śőďěřęăńĺ őŕěřăűĺľ ďěńěŋĺ£. Őŕřěďěńĺšĳ őąńăśšĳ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ŕřĺ a > 0.

Řěÿěŋĺě. Ĺśłőňőě ůĺśńő £ćń£ěšś£ łőřŋěň şřăćŋěŋĺ£ 1 ax − 1 = 0.

Ďń£ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ĺňěěš ćĺď:

x_{n+1} = 2 x_n − a x^2_n.

Ěśńĺ x_0 = 0 ĺńĺ x_0 = 2 a , šő śţőďĺňőśšĺ ł łőřŋ¿ ŋě ąşďěš, šăł łăł ćśě x_n řăćŋż 0. Ěśńĺ x_0 < 0, šő

śţőďĺňőśšĺ šăłęě ŋě ąşďěš, ŕőśłőńĳłş ćśě x_n őśšăŋşšś£ őšřĺűăšěńĳŋżňĺ. Ěśńĺ ćğ£šĳ x_0 > 2 a , šő ćśě x_n < 0.

Šăłĺň őąřăğőň, śţőďĺňőśšĳ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ďăŋŋőčő śńşůă£ ĺňěěš ňěśšő, ěśńĺ ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ąěřěšś£ ĺğ ĺŋšěřćăńă (0, 2/a).

11. Ŕşśšĳ —x | ŕřőśšőľ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0. Őűěŋĺšĳ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă śěłşźĺţ.

Řěÿěŋĺě. Ŕřěőąřăğşěň řăśůěšŋş¿ ťőřňşńş ňěšőďă śěłşźĺţ

x_{n+1} = x_n − x_n − x_{n−1} f(x_n) − f(x_{n−1}) f(x_n) ł ćĺďş x_{n+1} − —x = x_n − —x − ( (x_n − —x) − (x_{n−1} − —x) ) f ( —x + (x_n − —x) ) f ( —x + (x_n − —x) ) − f ( —x + (x_{n−1} − —x) ) . Řăğńőęĺň f ( —x + (x_n − —x) ) ĺ f ( —x + (x_{n−1} − —x) ) ć ř£ďż Šěľńőřă ć šőůłě —x ĺ ŕőďśšăćĺň ć ŕőśńěďŋ¿¿ ťőřňşńş, şůĺšżćă£, ůšő f(—x) = 0:

x_{n+1} − —x = x_n − —x −

(x_n − —x)f^′(—x) + 0.5(x_n − —x)^2 f^{′′}(—x) + · · · f^′(—x) + 0.5 ( (x_n − —x) + (x_{n−1} − —x) ) f^{′′}(—x) + · · · =

= (x_n − —x) 1 − 1 + 0.5(x_n − —x)^2 f^{′′}(—x) f^′(—x) + · · · 1 + 0.5(x_n − —x) f^{′′}(—x) f^′(—x)

+ 0.5(x_{n−1} − —x) f^{′′}(—x) f^′(—x) + · · · =

= 1 2 (x_n − —x) (x_{n−1} − —x) f^{′′}(—x) f^′(—x) + O ( (x_n − —x)^2 ) . Őŕşśšĺć ůńěŋż ąőńěě ćżśőłőčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ, ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě őÿĺąłĺ

x_{n+1} − —x = C (x_n − —x) (x_{n−1} − —x), C = 1 2 f^{′′}(—x) f^′(—x) . Śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň

x_{n+1} − —x = A (x_n − —x)^m,

ć łőšőřőň ğŋăůěŋĺ£ A ĺ m ŕőłă ŋěĺğćěśšŋż. Šőčďă

x_n − —x = A (x_{n−1} − —x)^m,

őšłşďă x_{n−1} − —x = A^{−1/m} (x_n − —x)^{1/m}. Ŕőďśšăćĺň ¡šĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ ć şřăćŋěŋĺě őÿĺąłĺ:

A(x_{n−1} − —x)^m = C (x_n − —x) A^{−1/m} (x_n − —x)^{1/m},

(x_{n−1} − —x)^m = C A^{−1−1/m} (x_n − —x)^{1+1/m}.

Ŕřĺřăćŋĺćă£ ¡šĺ ďćă ŕőńĺŋőňă, ŕőńşůĺň ďćă şřăćŋěŋĺ£ ś ďćşň£ ŋěĺğćěśšŋżňĺ

m = 1 + 1 m , 1 = C A^{−(1+1/m)}.

Ĺğ ŕěřćőčő şřăćŋěŋĺ£ ŋăţőďĺň ŕőłăğăšěńĳ śłőřőśšĺ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă śěłşźĺţ

m = 0.5 (1 + √ 5) ≈ 1.618.

Łőŋśšăŋšă ăśĺňŕšőšĺůěśłőľ őÿĺąłĺ A = ( 1 2 f^{′′}(—x) f^′(—x) ) 1 m .

12. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ĺňěěš ŋă őšřěğłě [a, b] łőřěŋĳ —x ŋěĺğćěśšŋőľ łřăšŋőśšĺ p > 1, ŕřĺůěň f(x) | ďćăęďż ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£. Ŕőśšřőĺšĳ ňőďĺťĺłăűĺ¿ ňěšőďă Ŋĳ¿- šőŋă ś łćăďřăšĺůŋőľ śłőřőśšĳ¿ śţőďĺňőśšĺ ĺ ŕřěďńőęĺšĳ śŕőśőą ůĺśńěŋŋőľ őűěŋłĺ ćěńĺůĺŋż łřăšŋőśšĺ łőřŋ£.

Řěÿěŋĺě. Ďń£ şřăćŋěŋĺ£ g(x) ≡ f(x) f^′(x) = 0 łőřěŋĳ —x ąşďěš ŕřőśšżň. Šőčďă ďń£ şřăćŋěŋĺ£ g(x) = 0 ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ŕřĺňěš ćĺď

x_{n+1} = x_n − g(x_n) g^′(x_n)

= x_n − f(x_n)f^′(x_n) ( f^′(x_n)

)_2 − f(x_n)f^{′′}(x_n) ĺ ąşďěš ĺňěšĳ łćăďřăšĺůŋżľ ŕőř£ďőł śţőďĺňőśšĺ.

Ć őłřěśšŋőśšĺ —x ťşŋłűĺ£ f(x) ≈ a (x − —x)^p. Šőčďă g(x) = f(x) f^′(x) ≈ a (x − —x)^p ap (x − —x)^{p−1} = 1 p (x − —x). Ďń£ ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ x_1 ĺ x_2 ĺňěěň śĺśšěňş ŕřĺąńĺęěŋŋżţ şřăćŋěŋĺľ

g(x_1) ≈ 1 p (x_1 − —x),

g(x_2) ≈ 1 p (x_2 − —x).

Őšś¿ďă ŕőńşůĺň őűěŋłş ďń£ łřăšŋőśšĺ p łőřŋ£ —x: p ≈ x_2 − x_1 g(x_2) − g(x_1) . Šăłőľ śŕőśőą őűěŋĺćăŋĺ£ p ňőęŋő ŕřĺňěŋ£šĳ ŋă łăęďőľ ĺšěřăűĺĺ.

13. Ŕşśšĳ ďń£ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ x^3 − x = 0 ŕřĺňěŋ£ěšś£ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă. Ŕřĺ łăłĺţ ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ţ x_0 ĺňěěš ňěśšő śţőďĺňőśšĳ ĺ ł łăłőňş łőřŋ¿?

Řěÿěŋĺě. Ğăďăŋŋőě şřăćŋěŋĺě ĺňěěš łőřŋĺ —x1 = −1, —x2 = 0 ĺ —x3 = 1, ă ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ěčő

řěÿěŋĺ£ ĺňěěš ćĺď

x_{n+1} = x_n − x^3_n − x_n 3x^2_n − 1 . Ŕřĺňěŋĺň čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ďăŋŋőčő śńşůă£. Ěśńĺ ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě x_0 šăłőćő, ůšő 3x^2_0 − 1 = 0, š.ě. x_0 = ±1/ √ 3, šő ťőřňăńĳŋőľ śţőďĺňőśšĺ ŋěš (ňěšőď ŋě őŕřěďěńěŋ). Ŕřĺ x_0 < −1/ √ 3 ňěšőď śţőďĺšś£ ł łőřŋ¿ —x_1 = −1, ă ŕřĺ x_0 > 1/ √ 3 | ł łőřŋ¿ —x_3 = 1.

Šěŕěřĳ ŋăľďěň x_0, ŕřĺ łőšőřőň ŕěřćă£ ęě ĺšěřăűĺ£ ŕőŕăďěš ć łőřěŋĳ —x_3 = 1. Šăłőě ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě £ćń£ěšś£ őďŋĺň ĺğ łőřŋěľ şřăćŋěŋĺ£ x − x^3 − x 3x^2 − 1

= 1 ĺńĺ 2x^3 − 3x^2 + 1 = 0.

Ěčő łőřŋĺ x_{1,2} = 1 ĺ x_3 = −1/2, őšłşďă ĺśłőňőě ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ěśšĳ x_0 = −1/2. Ĺğ śĺňňěšřĺĺ ğăďăůĺ śńěďşěš, ůšő ŕřĺ x_0 = 1/2 ŕěřćă£ ęě ĺšěřăűĺ£ ŕőŕăďěš ć łőřěŋĳ ĺśţőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ —x_1 = −1.

Ŋăůăńĳŋőě ŕřĺąńĺęěŋĺě x_0, ŕřĺ łőšőřőň ŕěřćă£ ęě ĺšěřăűĺ£ ŕőŕăďěš ć šőůłş x = 1/ √ 3, ěśšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺľ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ x − x^3 − x 3x^2 − 1 = 1√ 3 . Ăŋăńőčĺůŋő ĺźěšś£ x_0, ŕřĺ łőšőřőň ŕěřćă£ ęě ĺšěřăűĺ£ ŕőŕăďěš ć šőůłş x = −1/ √ 3. Ŋăľďěň šőůłş ğăűĺłńĺćăŋĺ£ ňěšőďă ĺğ şřăćŋěŋĺ£ x − x^3 − x 3x^2 − 1

= −x ĺńĺ 5x^2 = 1.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺ x_0 = ±1/ √ 5 ňěšőď ğăűĺłńĺćăěšś£.

Ňőęŋő ŋăľšĺ šăłĺě x_0, ŕřĺ łőšőřżţ ĺňěěš ňěśšő ŕőŕăďăŋĺě ć šőůłĺ ±1/ √ 3, ŋě ś ŕěřćőľ, ă śő ćšőřőľ, šřěšĳěľ ĺ š.ď. ĺšěřăűĺľ. Ďń£ ¡šőčő ňőęŋő ŕřěďńőęĺšĳ śńěďş¿źěě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ.

Őąőğŋăůĺň őąńăśšĺ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă

x_{n+1} = φ(x_n) ≡

2x^3 3x^2 − 1

ł łőřŋ£ň —x = −1, 0, +1 ůěřěğ X_−, X_0, X_+ śőőšćěšśšćěŋŋő. Łřőňě šőčő, őŕřěďěńĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ šőůěł {x^±_n } ďń£ n ≥ 0 śńěďş¿źĺňĺ şśńőćĺ£ňĺ

φ(x^±_{n+1}) = x^±_n , x^±_0 = ± 1 √ 3 , ďń£ ¡ńěňěŋšőć łőšőřżţ śŕřăćěďńĺćż ŋěřăćěŋśšćă − 1 √ 3 = x^−_0 < x^+_1 < x^−_2 < . . . < − 1 √ 5 < 0 < 1 √ 5 < . . . < x^+_2 < x^−_1 < x^+_0 = 1 √ 3 ĺ śşźěśšćş¿š ŕřěďěńż

lim_{k→∞} x^−_{2k} = lim_{k→∞} x^+_{2k−1} = − 1 √ 5 , lim_{k→∞} x^+_{2k} = lim_{k→∞} x^−_{2k−1} = 1 √ 5 . Šőčďă

X_− = ( −∞, x^−_0 ) ∪ ∞⋃ k=1 [( x^+_{2k−1}, x^−_{2k} ) ∪ ( x^−_{2k−1}, x^+_{2(k−1)} )] ,

X_0 = ( − 1√ 5 , 1√ 5 ) ,

X_+ = ( x^+_0 , ∞ ) ∪ ∞⋃ k=1 [( x^−_{2(k−1)}, x^+_{2k−1} ) ∪ ( x^+_{2k}, x^−_{2k−1} )] . Łřőňě šőčő, ěśńĺ x_0 = x^±_n , n ≥ 0, šő ňěšőď ŋě őŕřěďěńěŋ, ă ŕřĺ x_0 = ± 1 √ 5 | ğăűĺłńĺćăěšś£.

14. Őŕřěďěńĺšĳ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ąĺśěłűĺľ.

Řěÿěŋĺě. Ěśńĺ ğă ĺśłőňőě ŕřĺąńĺęěŋĺě —x^∗ ł łőřŋ¿ —x ŋă ĺšěřăűĺĺ ś ŋőňěřőň n ćğ£šĳ śěřěďĺŋş

šěłşźěčő őšřěğłă, š.ě. ćğ£šĳ —x^∗ = (b_n − a_n)/2, šő |—x^∗ − —x| ≤ b_n − a_n 2 = b_{n−1} − a_{n−1} 2^2 = · · · = b − a 2^{n+1} . Śńěďőćăšěńĳŋő, śţőďĺňőśšĳ ňěšőďă ąĺśěłűĺľ ńĺŋěľŋă£, ŕřĺ ¡šőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {x_n} śţőďĺšś£ ł łőřŋ¿ śő śłőřőśšĳ¿ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ ś ğŋăňěŋăšěńěň 1/2.

15. Ŕőśšřőĺšĳ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ďń£ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ ax + b = 0, 0 < a < 1 ąěğ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ őŕěřăűĺĺ ďěńěŋĺ£.

Řěÿěŋĺě. Ŕřěőąřăğşěň ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě ł ćĺďş

ax + b = 0 ≡ (a − 1)x + x + b = 0.

Őšś¿ďă ŕőńşůĺň řăćŋőśĺńĳŋőě şřăćŋěŋĺě x = φ(x) = (1 − a)x − b. Ć śĺńş ďőśšăšőůŋőčő şśńőćĺ£ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ śţőďĺňőśšĳ ĺňěěš ňěśšő ďń£ ń¿- ąőčő ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ x_0, ŕőśłőńĳłş φ^′(x) = 1 − a < 1.

Ğăňěšĺň, ůšő ŕőśšřőěŋŋżľ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ğăňěŋ£ěš őŕěřăűĺ¿ ďěńěŋĺ£ ďćşţ ůĺśěń ŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őŕěřăűĺľ şňŋőęěŋĺ£ ĺ śńőęěŋĺ£ (ćżůĺšăŋĺ£).

Ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ śţőďĺňőśšĳ ĺňěěš ňěśšő ĺ ďń£ 0 < a < 2, ŕőśłőńĳłş ďń£ ¡šĺţ ğŋăůěŋĺľ ŕăřăňěšřă a ćżŕőńŋěŋő ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě śţőďĺňőśšĺ |φ^′(x)| < 1.

16. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăůăńĳŋőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ x_0 > 0 ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś

x_{n+1} = 1 2 ( x_n + a x_n ) , a ≥ 1 ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ √ a őąńăďăěš ňőŋőšőŋŋőľ őďŋőśšőřőŋŋěľ śţőďĺňőśšĳ¿, šăłőľ, ůšő

x_1 ≥ x_2 ≥ . . . ≥ √ a. Őűěŋĺšĳ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ.

Řěÿěŋĺě. Ŕőśłőńĳłş xn > 0 (śň. řăśůěšŋş¿ ťőřňşńş) ŕřĺ ćśěţ n, šő

x_{n+1} − √ a = x^2_n + a 2x_n − √ a = 1 2x_n ( x_n − √ a )_2 ≥ 0, (∗) őšłşďă śńěďşěš, ůšő ŋăůĺŋă£ ś n = 1 ćżŕőńŋěŋő x_n ≥ √ a ≥ 1. Šăł łăł

x_n − x_{n+1} = x_n − 1 2 x_n − a 2x_n = 1 2x_n ( x^2_n − a ) ≥ 0, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {x_n} £ćń£ěšś£ ňőŋőšőŋŋő şążćă¿źěľ ŋăůĺŋă£ ś n = 1.

Ěśńĺ x_0 ≥ 1, šő ĺğ (∗) śńěďşěš, ůšő ďń£ ćśěţ n ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő

x_{n+1} − √ a ≤ 1 2 ( x_n − √ a )_2 , š.ě. ĺňěěš ňěśšő łćăďřăšĺůŋă£ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ŋăůĺŋă£ ś ŕěřćőľ ĺšěřăűĺĺ. Ěśńĺ x_0 < 1, šő ŋăůĺŋă£ ś n = 1 ćśě řăćŋő ąşďěš ćżŕőńŋěŋő x_n ≥ √ a ≥ 1; śńěďőćăšěńĳŋő, łćăďřăšĺůŋă£ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ĺňěěš ňěśšő ŋăůĺŋă£ śő ćšőřőľ ĺšěřăűĺĺ.

17. Ŕşśšĳ ďăŋă ťşŋłűĺ£ φ(x) = α sin^2 x + β cos^2 x + γ. Ŕřĺ łăłĺţ őčřăŋĺůěŋĺ£ţ ŋă α, β ĺ γ ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ x_{n+1} = φ(x_n) śţőďĺšś£ ŕřĺ ń¿ąőň ŋăůăńĳŋőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ.

Řěÿěŋĺě. Ąşďěň ĺśłăšĳ šřěąşěňżě őčřăŋĺůěŋĺ£ ĺğ ďőśšăšőůŋőčő ŕřĺğŋăłă śţőďĺňőśšĳ |φ^′(x)| < 1:

|φ^′(x)| = |2α sin x cos x − 2β sin x cos x| = |α sin 2x − β sin 2x| = = |α − β|| sin 2x| ≤ |α − β| ≤ 1. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő śţőďĺňőśšĳ ŕřĺ ń¿ąőň ŋăůăńĳŋőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ ĺňěěš ňěśšő ŕřĺ |α − β| < 1 ĺ ń¿ąőň γ.

18. Ŕşśšĳ ďăŋă ťşŋłűĺ£ φ(x) = ae^{−bx2} + c, a ≠ 0, b ≥ 0. Ŕřĺ łăłĺţ őčřăŋĺůěŋĺ£ţ ŋă a, b ĺ c ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ x_{n+1} = φ(x_n) śţőďĺšś£ ŕřĺ ń¿ąőň ŋăůăńĳŋőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ.

Řěÿěŋĺě. Ąşďěň ĺśłăšĳ šřěąşěňżě őčřăŋĺůěŋĺ£ ĺğ ďőśšăšőůŋőčő ŕřĺğŋăłă śţőďĺňőśšĳ |φ^′(x)| < 1: |φ^′(x)| = | | |−2abxe^{−bx2} | | | < 1. Ŋăľďěň x, ŕřĺ łőšőřőň ńěćă£ ůăśšĳ ¡šőčő ŋěřăćěŋśšćă ďőśšĺčăěš ňăłśĺňşňă. Ć šőůłăţ ňăłśĺňşňă ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šś£ řăćěŋśšćő e^{−bx2} − 2x^2be^{−bx2} = 0, őšłşďă x = ±1/ √ 2b. Śţőďĺňőśšĳ ĺňěěš ňěśšő, ěśńĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ ąşďěš ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő | | |2abe^{−b(1/2b)}/ √ 2b | | | = | | |a √ 2be^{−1/2} | | | < 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, śţőďĺňőśšĳ ŕřĺ ń¿ąőň ŋăůăńĳŋőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ ĺňěěš ňěśšő ŕřĺ |a √ 2b| < √ e ĺ ń¿- ąőň c.

19. Ŕőśšřőĺšĳ ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ ďń£ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£

2 + x = e^x, x > 0.

Řěÿěŋĺě. Ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ

x_{n+1} = φ(x_n) = e^xn − 2

ŕřĺňěŋ£šĳ ŋěńĳğ£, ŕőśłőńĳłş ŕřĺ ćśěţ x > 0 ŋě ćżŕőńŋěŋő ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě śţőďĺňőśšĺ:

φ^′(x) = e^x > 1.

Ŕřĺňěŋĺň śšăŋďăřšŋżľ ŕřĺěň ŕěřěţőďă ł őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ (ć ďăŋŋőň śńşůăě ńőčăřĺťňĺřşěň ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě): x = φ(x) = ln(2 + x),

ďń£ łőšőřőčő ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś x_{n+1} = ln(2 + x_n)

śţőďĺšś£, ŕőśłőńĳłş φ^′(x) = 1 2 + x

< 1 ŕřĺ x > 0.

20. Ćżćěśšĺ ăŕőśšěřĺőřŋş¿ őűěŋłş ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ.

Řěÿěŋĺě. Ć ğăďăůě 2 ćżćěďěŋă ăŕřĺőřŋă£ őűěŋłă ŕőčřěÿŋőśšĺ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ xn = φ(x_{n−1}): |x_n − —x| ≤ q|x_{n−1} − —x| ≤ . . . ≤ q^n|x_0 − —x|, čďě q ąěřěšś£ ĺğ ŋěřăćěŋśšćă |φ^′(x)| ≤ q < 1. İšă őűěŋłă ŋěłőŋśšřşłšĺćŋă, ŕőśłőńĳłş šőůŋőě ğŋăůěŋĺě łőřŋ£ —x, łăł ŕřăćĺńő, ŋě ĺğćěśšŋő ğăřăŋěě. Ŕő¡šőňş ŋă ŕřăłšĺłě ŕřĺňěŋ£¿š ăŕőśšěřĺőřŋş¿ őűěŋłş ŕőčřěÿŋőśšĺ |x_n − —x| ≤ q 1 − q |x_n − x_{n−1}|, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŋěřăćěŋśšć |x_n − —x| ≤ q|x_{n−1} − —x| = q|x_{n−1} − x_n + x_n − —x| ≤ q|x_{n−1} − x_n| + q|x_n − —x|.

21. Őűěŋĺšĳ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ ďń£ şřăćŋěŋĺ£

x = φ(x) = 1 − sin x.

Ŕşśšĳ ć ¡šő şřăćŋěŋĺě ććěďěŋ ŕăřăňěšř λ ≠ 0 śńěďş¿źĺň őąřăğőň: x + λx = λx + 1 − sin x. Šőčďă ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě ŕěřěŕĺÿěšś£ ć ćĺďě

x = φ(x) = λx + 1 − sin x 1 + λ . Ŕőďőąřăšĳ ďń£ ŕřěőąřăğőćăŋŋőčő şřăćŋěŋĺ£ šăłőě ğŋăůěŋĺě ŕăřăňěšřă λ, ůšőąż śţőďĺňőśšĳ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ ążńă łăł ňőęŋő ąőńěě ążśšřőľ.

Řěÿěŋĺě. Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś ďń£ ĺśţőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£:

x_{n+1} = φ(x_n) = 1 − sin x_n.

Ĺğ ğăďăůĺ 2 ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ćšőřőčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ ĺňěěň |x_{n+1} − —x| ≈ |φ^′(—x)||x_n − —x| = | cos —x||x_n − —x|, čďě —x | šőůŋőě ğŋăůěŋĺě łőřŋ£. Ěčő ňőęŋő őűěŋĺšĳ čřăťĺůěśłĺ łăł šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ čřăťĺłőć ťşŋłűĺľ y_1 = 1 − x, y_2 = sin x.

Ĺğ ¡šőľ őűěŋłĺ śńěďşěš, ůšő 0 < —x < 1. Šőčďă ćőśŕőńĳğşěňś£ řăğńőęěŋĺěň ć ř£ď Šěľńőřă ťşŋłűĺĺ sin x ĺ şďěřęĺň ŕěřćżľ ůńěŋ: sin x ∼ x. Ŕőďśšăćĺć ¡šş őűěŋłş ć ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě, ŕőńşůĺň —x ∼ 1/2. Śńěďőćăšěńĳŋő, śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ řăśśňăšřĺćăěňőčő ňěšőďă őűěŋĺćăěšś£ šăł:

q = |φ^′(—x)| = | cos —x| ∼ cos 0.5 ∼ 0.87,

š.ě. ĺňěěš ňěśšő śţőďĺňőśšĳ śő śłőřőśšĳ¿ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ śő ğŋăňěŋăšěńěň, ŕřĺňěřŋő řăćŋżň 0.87.

Šěŕěřĳ őąřăšĺňś£ ł ćżąőřş ŕăřăňěšřă λ. Ĺğ ğăďăů 2 ĺ 6 śńěďşěš, ůšő śţőďĺňőśšĳ ąşďěš ŋăĺąőńěě ążśšřőľ, ěśńĺ ŕăřăňěšř λ ćżąřăŋ šăłĺň, ůšő φ^′(—x) = 0. Ďń£ ŋăÿěčő śńşůă£ ğŋăůěŋĺě λ ŕőńşůăěšś£ ĺğ śńěďş¿źěčő şřăćŋěŋĺ£: φ^′(—x) = λ − cos —x

1 + λ

= 0, λ = cos —x.

Ŕőńĳğş£śĳ ŕřĺąńĺęěŋŋőľ őűěŋłőľ ďń£ —x, ŕőńşůăěň λ ≈ cos 0.5. Ŕřĺ ¡šőň ğŋăůěŋĺĺ λ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ąńĺğłă ł łćăďřăšĺůŋőľ.

22. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ĺňěěš ŋă őšřěğłě [a, b] ŕřőśšőľ łőřěŋĳ —x, ŕřĺůěň f(x) | šřĺęďż ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£. Řăśśňőšřĺň ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ĺ őąőğŋăůĺň őÿĺąłş ŋă ĺšěřăűĺĺ ś ŋőňěřőň n ůěřěğ ε_n = x_n − —x. Ćżćěśšĺ şřăćŋěŋĺě őÿĺąłĺ ďń£ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă (š.ě. řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě, łőšőřőňş şďőćńěšćőř£ěš ε_n).

Řěÿěŋĺě. Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ĺňěěš ćĺď

x_{n+1} = x_n − f(x_n) f^′(x_n) . Őąőğŋăůĺň ůěřěğ —x ĺśłőňżľ łőřěŋĳ. Šőčďă —x ąşďěš šăłęě ĺ łőřŋěň şřăćŋěŋĺ£ x = φ(x) ≡ x − f(x) f^′(x) . Śńěďőćăšěńĳŋő, ňż ňőęěň řăśśňăšřĺćăšĳ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ, ďń£ łőšőřőčő φ^′(x) = f(x) f^{′′}(x) ( f^′(x)

)_2 ĺ φ^′(—x) = 0.

Őűěŋĺň šěŕěřĳ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă, ĺśŕőńĳğş£ řăğńőęěŋĺě ć ř£ď Šěľńőřă ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ —x:

x_{n+1} − —x = φ (x_n) − φ (—x) = φ ( —x + (x_n − —x) ) − φ (—x) =

= φ (—x) + (x_n − —x)φ^′(—x) + 1 2 (x_n − —x)^2 φ^{′′}(—x) + 1 6 (x_n − —x)^3 φ^{′′′}(ξ) − φ (—x) = = 1 2 (x_n − —x)^2 φ^{′′}(—x) + 1 6 (x_n − —x)^3 φ^{′′′}(ξ), čďě ξ ∈ [x_n, —x].

Őšąřăśżćă£ ć ¡šőň řăćěŋśšćě ůńěŋ ąőńěě ćżśőłőčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ ĺ ćżůĺśńĺć ğŋăůěŋĺě φ^{′′}(—x), ŕőńşůĺň ĺśłőňőě şřăćŋěŋĺě őÿĺąłĺ:

ε_{n+1} = 1 2 f^{′′}(—x) f^′(—x) ε^2_n.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ćąńĺğĺ łőřŋ£ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ĺňěěš łćăďřăšĺůŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ.

Šěŕěřĳ ŕőńşůĺň şřăćŋěŋĺě őÿĺąłĺ ďřşčĺň, ąőńěě čřőňőğďłĺň śŕőśőąőň, ŋő ŕőńěğŋżň ć ŋěłőšőřżţ ďřşčĺţ śńşůă£ţ.

Řăğńőęĺň f(—x + ε_n) ĺ f^′(—x + ε_n) ć ř£ďż Šěľńőřă, ğăňěŋĺć ć ťőřňşńě ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă x_n ŋă x_n = —x + ε_n:

f(—x + ε_n) = f(—x) + ε_nf^′(—x) + ε^2_n 2 f^{′′}(—x) + O ( ε^3_n ) , f^′(—x + ε_n) = f^′(—x) + ε_nf^{′′}(—x) + ε^2_n 2 f^{′′′}(—x) + O ( ε^3_n ) . Ćżůšěň —x ĺğ ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšěľ ťőřňşńż ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ĺ ŕřěďśšăćĺň ěě ć ćĺďě

ε_{n+1} = ε_n − ε_nf^′(—x) + ε^2_n 2 f^{′′}(—x) + O ( ε^3_n )

f^′(—x) + ε_nf^{′′}(—x) + ε^2_n 2 f^{′′′}(—x) + O ( ε^3_n ) =

= ε_n − ε_n + ε^2_n 2 f^{′′}(—x) f^′(—x) + O ( ε^3_n ) f^′(—x) + ε_nf^{′′}(—x) + ε^2_n 2 f^{′′′}(—x) + O ( ε^3_n ) = 1 2 f^{′′}(—x) f^′(—x) ε^2_n + O ( ε^3_n ) .

Ğďěśĳ ĺśŕőńĳğőćăŋő ŕřăćĺńő ďěńěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă ŋă ňŋőčőůńěŋ. Őšąřăśżćă£ ůńěŋż ąőńěě ćżśőłőčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ, ůěň ε^2_n, ŕőńşůĺň ćżćěďěŋŋőě řăŋěě şřăćŋěŋĺě őÿĺąłĺ ďń£ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă.

23. Ŕşśšĳ ć şřăćŋěŋĺĺ x = φ(x) ťşŋłűĺ£ φ(x) šăłőćă, ůšő φ^′(—x) ≠ 0 ĺ |φ^′(—x)| < 1, čďě —x | łőřěŋĳ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£. Ŕőďőąřăšĳ šăłş¿ ťşŋłűĺ¿ ˘(x), ůšőąż şřăćŋěŋĺě x = ˘(x) ĺňěńő ąż šőš ęě łőřěŋĳ —x ĺ ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ x_{n+1} = ˘(x_n) ĺňěń ąż łćăďřăšĺůŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ć őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£ —x.

Řěÿěŋĺě. Ŕőśłőńĳłş φ^′(—x) ≠ 0, ĺğ ğăďăůĺ 2 śńěďşěš, ůšő ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś xn+1 = φ(xn)

ĺňěěš ńĺŋěľŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ. Šěň śăňżň ğăďăůă śćőďĺšś£ ł şśłőřěŋĺ¿ śţőďĺňőśšĺ ŕşšěň ğăňěŋż ĺśţőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ďřşčĺň şřăćŋěŋĺěň x = ˘(x), ć łőšőřőň

| x = ˘(x) ĺňěěš šőš ęě łőřěŋĳ ĺ | ďń£ ˘^′(x) ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě ˘^′(—x) = 0.

Ŕőśšřőĺň ˘(x) śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f(x) = φ(x) − x. Šőčďă ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě x = φ(x) ğăŕĺÿěšś£ łăł f(x) = 0. Ąşďěň ĺśłăšĳ ˘(x) ć ćĺďě ˘(x) = x + a(x)f(x). Ŕřĺ šăłőň ćżąőřě ˘(x) şřăćŋěŋĺě x = ˘(x) ĺňěěš łőřěŋĳ —x, šăł łăł ˘(—x) = —x + a(—x)f(—x) = —x.

Šěŕěřĳ ćżąěřěň a(x) šăł, ůšőąż ŕřĺ f(x) = 0 ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő ˘^′(x) = 0:

˘^′(x) = 1 + a^′(x)f(x) + a(x)f^′(x) = 1 + a(x)f^′(x), a(x) = − 1 f^′(x) .

Ŕřĺ šăłőň ćżąőřě a(x) ĺňěěň ˘^′(—x) = 0, ŕőśłőńĳłş f(—x) = 0. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőśšřőĺńĺ ťşŋłűĺ¿

˘(x) = x − f(x) f^′(x) = xφ^′(x) − φ(x) φ^′(x) − 1 , šăłş¿, ůšő ďń£ şřăćŋěŋĺ£ x = φ(x) ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś

x_{n+1} = ˘(x_n) = x_nφ^′(x_n) − φ(x_n) φ^′(x_n) − 1

ĺňěěš ćšőřőľ ŕőř£ďőł śţőďĺňőśšĺ ć őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£ —x (śň. šăłęě ğăďăůş 6).

24. Őŕřěďěńĺšĳ őąńăśšĳ ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ x_0, ďń£ łőšőřżţ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś

x_{n+1} = φ(x_n) = x^2_n − 2x_n + 2

śţőďĺšś£.

Řěÿěŋĺě. Łőřŋ£ňĺ şřăćŋěŋĺ£ x = φ(x) = x^2 − 2x + 2 £ćń£¿šś£ —x1 = 1 ĺ —x2 = 2.

Ŕřĺ x_0 = 0 ĺ x_0 = 2 ćśě ŕőśńěďş¿źĺě ĺšěřăűĺĺ řăćŋż 2, ă ŕřĺ x_0 = 1 | řăćŋż 1. Ŕřĺ x_0 < 0 ĺ x_0 > 2 ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő x_n → ∞, łőčďă n → ∞ (š.ě. ŕřőűěśś řăśţőďĺšś£). Ŕřĺ 1 < x_0 < 2 ĺňěěň x_n → 1, ŕőśłőńĳłş ďń£ ń¿ąőčő x ĺğ ¡šőčő ĺŋšěřćăńă ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő x^2 − 2x + 2 < x.

Ŕřĺ 0 < x_0 < 1 ŕěřćă£ ęě ĺšěřăűĺ£ x_1 ŕőŕăďăěš ć ĺŋšěřćăń (1, 2), ŕőśłőńĳłş ďń£ ń¿ąőčő 0 < x < 1 ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő x^2 − 2x + 2 < 2; śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ ć ¡šőň śńşůăě ĺňěěň x_n → 1.

Šăłĺň őąřăğőň, őąńăśšĳ śţőďĺňőśšĺ řăśśňăšřĺćăěňőčő ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřőűěśśă ěśšĳ őšřěğőł [0, 2]; łőřěŋĳ —x_2 = 2 | šőůłă őššăńłĺćăŋĺ£, ă łőřěŋĳ —x_1 = 1 | šőůłă ŕřĺš£ęěŋĺ£.

Ěśńĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďőśšăšőůŋżľ ŕřĺğŋăł śţőďĺňőśšĺ |φ^′(x)| = |2x − 2| < 1, šő ŕőńşůĺň ĺŋšěřćăń śţőďĺňőśšĺ 1/2 < x_0 < 3/2, ůšő ŋě ďăěš ŕőńŋőčő řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ.

Ŕőśłőńĳłş φ^′(—x_1) = 2—x_1 − 2 = 0, šő ć őłřěśšŋőśšĺ ¡šőčő łőřŋ£ ĺňěěš ňěśšő łćăďřăšĺůŋă£ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ.

Ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ şďőąŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ.

25. Ďăŋő şřăćŋěŋĺě x = φ(x) = π 2 sin x, łőšőřőě řěÿăěšś£ ňěšőďőň ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ x_n = φ(x_n). Ŋăľšĺ őąńăśšĳ śţőďĺňőśšĺ ł łőřŋ£ň şřăćŋěŋĺ£.

Řěÿěŋĺě. Łőřŋ£ňĺ şřăćŋěŋĺ£ £ćń£¿šś£ —x1 = −π/2, —x2 = 0 ĺ —x3 = π/2.

Ŕřĺ x_0 = −π/2 ĺ x_0 = π/2 ćśě ŕőśńěďş¿źĺě ĺšěřăűĺĺ řăćŋż π/2, ă ŕřĺ x_0 = 0 | řăćŋż 0. Ŋă ĺŋšěřćăńăţ (−π/2, 0) ĺ (0, π/2) ćżŕőńŋěŋż ŋěřăćěŋśšćă | | | π 2 sin x | | | > x; ŕő¡šőňş ŕřĺ ŋăůăńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ţ x_0, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ¡šĺň ĺŋšěřćăńăň, ĺňěěš ňěśšő śţőďĺňőśšĳ śőőšćěšśšćěŋŋő ł —x_1 = −π/2 ĺ —x_3 = π/2.

Ěśńĺ x_0 ćğ£šĳ ćŋě ¡šĺţ ĺŋšěřćăńőć, šő ŕěřćă£ ęě ĺšěřăűĺ£ ńĺąő ŕřĺćěďěš ć šőůłş 0, ńĺąő ć őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ ĺŋšěřćăńőć; łőřŋĺ —x_1 = −π/2 ĺ —x_3 = π/2 | šőůłĺ ŕřĺš£ęěŋĺ£, ă łőřěŋĳ —x_2 = 0 | šőůłă őššăńłĺćăŋĺ£.

Ğăňěšĺň, ůšő ďőśšăšőůŋżľ ŕřĺğŋăł śţőďĺňőśšĺ ďăěš ąőńěě şğłş¿ őąńăśšĳ śţőďĺňőśšĺ: |φ^′(x)| = | | | π 2 cos x | | | < 1. Ŕőśłőńĳłş φ^′(—x_1) = φ^′(—x_3) = 0, šő ć őłřěśšŋőśš£ţ ¡šĺţ łőřŋěľ ĺňěěš ňěśšő łćăďřăšĺůŋă£ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ.

Ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ şďőąŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ ňěšőďă ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ.

26. Őŕřěďěńĺšĳ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă ł łőřŋ£ň şřăćŋěŋĺ£

x^3 − 4x^2 + 5x − 2 = 0.

Řěÿěŋĺě. Ĺňěěň_{x3 − 4x2 + 5x − 2 = (x − 2)(x − 1)2 = 0.}

Ŕőśłőńĳłş —x = 2 | ŕřőśšőľ łőřěŋĳ, šő ć ěčő őłřěśšŋőśšĺ śţőďĺňőśšĳ łćăďřăšĺůŋă£ (śň. ğăďăůş 6). Łőřěŋĳ —x = 1 ĺňěěš łřăšŋőśšĳ, řăćŋş¿ 2; śńěďőćăšěńĳŋő, ć ěčő őłřěśšŋőśšĺ ĺňěěš ňěśšő ńĺŋěľŋă£ śţőďĺňőśšĳ śő śłőřőśšĳ¿ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ śő ğŋăňěŋăšěńěň 1/2 (śň. ğăďăůş 7).

27. Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ x = √ 2 ĺśŕőńĳğşěšś£ ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś

x_{n+1} = φ(x_n) = x_n + ν ( x^2 − 2 ) . Ŕřĺ łăłőň ćżąőřě ν ¡šőš ŕřőűěśś ĺňěěš łćăďřăšĺůŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ?

Řěÿěŋĺě. Ğăďăůă ąşďěš řěÿěŋă, ěśńĺ ćżąőř ν ŕřĺćěďěš ł šőňş, ůšő ąşďěš ćżŕőńŋěŋő φ^′(^√2) = 0.

Ŕőśńěďŋěě ąşďěš ĺňěšĳ ňěśšő, ěśńĺ őŕřěďěńĺšĳ ν ĺğ şřăćŋěŋĺ£

φ^′(x) = 1 + ν2x = 0, ν = − 1 2x . Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŕřĺ šăłőň ćżąőřě ν ĺśţőďŋżľ ŕřőűěśś ŕřěćřăźăěšś£ ć ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ √ 2. 28. Ŕőśšřőĺšĳ ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ ďń£ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£

cos x − 1 x sin x = 0,

śţőď£źĺľś£ ŕřĺ ń¿ąőň ŋăůăńĳŋőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ x_0 ≠ 0.

Řěÿěŋĺě. İłćĺćăńěŋšŋőě şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ćĺď x = tg x. Ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ x_{n+1} = φ(x_n) = tg x_n ďń£ ěčő řěÿěŋĺ£ ŕřĺňěŋĺšĳ ŋěńĳğ£, ŕőśłőńĳłş ŋăřşÿěŋő ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě śţőďĺňőśšĺ:

φ^′(x) = (tg x)^′ = 1 cos^2 x ≥ 1. Ŕěřěľďěň ł őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺ ŕőńşůĺň ďřşčőě ¡łćĺćăńěŋšŋőě şřăćŋěŋĺě

x = arctg x,

ďń£ łőšőřőčő ňěšőď ŕřőśšőľ ĺšěřăűĺĺ x_{n+1} = φ(x_n) = arctg x_n śţőďĺšś£ ć śĺńş ďőśšăšőůŋőčő ŕřĺğŋăłă, ŕőśłőńĳłş φ^′(x) = (arctg x)^′ = 1 1 + x^2 < 1, x ≠ 0. 29. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ĺňěěš ŋă őšřěğłě [a, b] łőřěŋĳ —x ŋěĺğćěśšŋőľ ğăřăŋěě łřăšŋőśšĺ p > 1, ŕřĺůěň f(x) | ďćăęďż ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£. Ŕőśšřőĺšĳ ňőďĺťĺłăűĺ¿ ňěšőďă Ŋĳ¿šőŋă, ĺňě¿źş¿ łćăďřăšĺůŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ.

Řěÿěŋĺě. Ŕőśłőńĳłş şřăćŋěŋĺě f^′(x) = 0 ĺňěěš šőš ęě łőřěŋĳ —x, ŋő łřăšŋőśšĺ p − 1, šő ďń£

şřăćŋěŋĺ£ g(x) = f(x) f^′(x)

= 0, g^′(x) = 1 − f(x)f^{′′}(x) (f^′(x))^2 łőřěŋĳ —x ąşďěš şęě ŕřőśšżň. Ŕřĺňěŋĺć ł ¡šőňş şřăćŋěŋĺ¿ ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă

x_{n+1} = x_n − g(x_n) g^′(x_n)

ĺ ŕőďśšăćĺć ś¿ďă ćżřăęěŋĺě g(x) ůěřěğ f(x), ŕőńşůĺň ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś

x_{n+1} = x_n − f(x_n)f^′(x_n) (f^′(x_n))^2 − f(x_n)f^{′′}(x_n) , łőšőřżľ ĺňěěš łćăďřăšĺůŋş¿ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ.

30. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ĺňěěš ŋă őšřěğłě [a, b] łőřěŋĳ —x łřăšŋőśšĺ p ≥ 2, ŕřĺůěň f(x) | ďćăęďż ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£. Ďń£ ňěšőďă śěłşźĺţ ć śńşůăě ŕřőśšőčő łőřŋ£ śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň

x_{n+1} − —x = ( 1 2 f^{′′}(—x) f^′(—x) )_1/m (x_n − —x)^m,

čďě m ≈ 1.618 (śň. ğăďăůş 11). Őďŋăłő ć ďăŋŋőň śńşůăě ć łőŋśšăŋšě ăśĺňŕšőšĺůěśłőľ őÿĺąłĺ śőďěřęĺšś£ ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĳ \ŋşńĳ ŋă ŋşńĳ", ěśńĺ p > 2, ĺńĺ ďěńěŋĺě ŋă ŋşńĳ, ěśńĺ p = 2. Ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ ňěšőď śěłşźĺţ šăł, ůšőąż śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ śőţřăŋĺńăśĳ.

Řěÿěŋĺě. Ŕőśłőńĳłş şřăćŋěŋĺě f^′(x) = 0 ĺňěěš šőš ęě łőřěŋĳ —x, ŋő łřăšŋőśšĺ p − 1, šő ďń£

şřăćŋěŋĺ£ g(x) = f(x) f^′(x) = 0 łőřěŋĳ —x ąşďěš şęě ŕřőśšżň. Ŕřĺňěŋĺć ł ¡šőňş şřăćŋěŋĺ¿ ňěšőď śěłşźĺţ

x_{n+1} = x_n − x_n − x_{n−1} g(x_n) − g(x_{n−1}) = x_{n−1}g(x_n) − x_ng(x_{n−1}) g(x_n) − g(x_{n−1}) ĺ ŕőďśšăćĺć ś¿ďă ćżřăęěŋĺě g(x) ůěřěğ f(x), ŕőńşůĺň ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś

x_{n+1} = x_{n−1}f(x_n)f^′(x_{n−1}) − x_nf(x_{n−1})f^′(x_n)) f(x_n)f^′(x_{n−1}) − f(x_{n−1})f^′(x_n)) ś šěň ęě ŕőř£ďłőň śţőďĺňőśšĺ, ůšő ĺ ďń£ śńşůă£ ŕřőśšőčő łőřŋ£.

31. Ŕşśšĳ şřăćŋěŋĺě f(x) = 0 ĺňěěš ŋă őšřěğłě [a, b] ŕřőśšőľ łőřěŋĳ —x, ŕřĺůěň f(x) | šřĺęďż ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£. Řăśśňőšřĺň ĺšěřăűĺőŋŋżľ ŕřőűěśś

x_{n+1} = x_n − α_1ω_1(x_n) − α_2ω_2(x_n), čďě ω_1(x_n) = f(x_n) f^′(x_n)

, ω_2(x_n) = f(x_n) f^′(x_n + βω_1(x_n)) , β ≠ 0. Ŋăľšĺ šăłĺě ğŋăůěŋĺ£ α_1 ĺ α_2, ůšőąż ŕřĺ ń¿ąőň β ≠ 0 ¡šőš ŕřőűěśś ĺňěń šřěšĺľ ŕőř£ďőł śţőďĺňőśšĺ.

Řěÿěŋĺě. Ŕőńőęĺň εn = xn − —x ĺ ŕřěďśšăćĺň xn = —x + εn. Šőčďă (śň. ğăďăůş 22)

ω_1(x_n) = f(x_n) f^′(x_n) = f(—x + ε_n) f^′(—x + ε_n)

= ε_n − 1 2 f^{′′}(—x) f^′(—x) ε^2_n + O ( ε^3_n ) .

Ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůĺň

ω_2(x_n) = f(x_n) f^′(x_n + βω_1(x_n)) = f(—x + ε_n) f^′(—x + ε_n + βω_1(—x + ε_n))

= ε_n + 1 2 f^{′′}(—x) f^′(—x)

(1 − 2(1 + β)) ε^2_n + O ( ε^3_n ) . Šěŕěřĳ ćżůšěň —x ĺğ őąěĺţ ůăśšěľ ťőřňşńż řăśśňăšřĺćăěňőčő ĺšěřăűĺőŋŋőčő ŕřőűěśśă ĺ ŕőďśšăćĺň ćżŕĺśăŋŋżě řăğńőęěŋĺ£. Šőčďă ŕőńşůĺň śńěďş¿źěě şřăćŋěŋĺě őÿĺąłĺ:

ε_{n+1} = ε_n − (α_1 + α_2) ε_n − (α_1 + α_2(1 + 2β)) 1 2 f^{′′}(—x) f^′(—x) ε^2_n + O ( ε^3_n ) . Ďń£ šőčő ůšőąż ¡šőš ŕřőűěśś ĺňěń šřěšĺľ ŕőř£ďőł śţőďĺňőśšĺ, ŋěőąţőďĺňő ŕőďőąřăšĳ šăłĺě α_1 ĺ α_2, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ ε_n ĺ ε^2_n ążńĺ řăćŋż ŋşń¿:

α_1 + α_2 = 1, α_1 + α_2(1 − β) = 0.

Řěÿă£ ¡šş śĺśšěňş, ŕőńşůĺň α_1 =

1 + 2β 2β , α_2 = − 1 2β .