2. ŇĂŠŘĹŮŊĂ§ ŠĚŐŘĹ§ ĆŐĞŇŞŹĚŊĹĽ

2.1. Ŕřěďćăřĺšěńĳŋżě ğăňěůăŋĺ£ Ńĺŋěľŋżě śĺśšěňż. Ŕşśšĳ ďăŋă śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ (ńĺŋěľŋă£

śĺśšěňă) A x = b ś łćăďřăšŋőľ ŋěćżřőęďěŋŋőľ ňăšřĺűěľ A.

Ćśńěďśšćĺě őÿĺąőł őłřşčńěŋĺľ ć řěğşńĳšăšě řěÿěŋĺ£ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż ňż ŕőńşůăěň ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ~x, łőšőřőě ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł šőůŋőě řěÿěŋĺě ćőğňşźěŋŋőľ śĺśšěňż (A + δA) ~x = b, čďě ňăšřĺűă ćőğňşźěŋĺľ δA ňăńă ć łăłőň-ńĺąő śňżśńě.

Ćšőřőľ ĺśšőůŋĺł őÿĺąőł ć ~x őŕřěďěń£ěšś£ ćőğňşźěŋĺ£ňĺ δA ĺ δb ć ¡ńěňěŋšăţ ňăšřĺűż A ĺ ć łőňŕőŋěŋšăţ ćěłšőřă ŕřăćőľ ůăśšĺ b (ŋăŕřĺňěř, ćśńěďśšćĺě őÿĺąőł ĺğňěřěŋĺľ ĺńĺ őÿĺąőł őłřşčńěŋĺľ, ćőğŋĺłă¿źĺţ ć ŕřőűěśśě ććőďă ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń ć ŕăň£šĳ ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ňăÿĺŋż).

Ďń£ őűěŋłĺ šőčő, ŋăśłőńĳłő ŕřĺąńĺęěŋŋőě řěÿěŋĺě ~x őšńĺůăěšś£ őš šőůŋőčő řěÿěŋĺ£ x, ćőďĺšś£ ŕőŋ£šĺě ňěřż šăłőčő őšńĺůĺ£. Ć łăůěśšćě ňěřż ĺśŕőńĳğş¿šś£ ŋőřňż ćěłšőřőć ĺ śőčńăśőćăŋŋżě ŋőřňż ňăšřĺű, ďń£ łőšőřżţ ŋőřňă ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűż řăćŋă 1.

Ŕşśšĳ ğăďăŋă łăłă£-šő ćěłšőřŋă£ ŋőřňă. Šőčďă čőćőř£š, ůšő ůĺśńő ||x − ~x|| ěśšĳ ăąśőń¿šŋă£ őÿĺąłă ć ~x. Ěśńĺ x ≠ 0, šő ůĺśńő ||x − ~x||/||x|| ŋăğżćă¿š őšŋőśĺšěńĳŋőľ őÿĺąłőľ ć ~x. Ćěłšőř r = x − ~x ŋăğżćăěšś£ ćěłšőřőň ŋěć£ğłĺ. Őšŋőśĺšěńĳŋă£ őÿĺąłă ć ∞-ŋőřňě ňőęěš řăśśňăšřĺćăšĳś£ łăł őűěŋłă łőńĺůěśšćă ćěřŋżţ ğŋăůăźĺţ űĺťř ć ~x: ěśńĺ ‖x − ~x‖_∞ ‖x‖_∞ ≈ 10^{−p}, šő ŋăĺąőńĳÿă£ ŕő ňőďşń¿ łőňŕőŋěŋšă ć ~x ĺňěěš ŕřĺňěřŋő p ğŋăůăźĺţ űĺťř.

Łăł ŕřăćĺńő, ŕřĺ őűěŋłăţ őšłńőŋěŋĺ£ ćżůĺśńěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ~x ğăďăŋŋőľ śĺśšěňż A x = b őš ěě šőůŋőčő řěÿěŋĺ£ x ŕřĺňěŋ£ěšś£ őąřăšŋżľ ăŋăńĺğ őÿĺąőł, łőčďă ~x řăśśňăšřĺćăěšś£ łăł šőůŋőě řěÿěŋĺě ćőğňşźěŋŋőľ śĺśšěňż (A + δA) ~x = b + δb. Ŕşśšĳ ć śĺśšěňě Ax = b ćőğňşźăěšś£ šőńĳłő ćěłšőř b, š.ě. ćňěśšő ĺśţőďŋőľ śĺśšěňż řěÿăěšś£ ćőğňşźěŋŋă£ śĺśšěňă A~x = ~b = b + δb, ĺ ŕşśšĳ ~x | šőůŋőě řěÿěŋĺě ćőğňşźěŋŋőľ śĺśšěňż. Šőčďă ďń£ őšŋőśĺšěńĳŋőľ őÿĺąłĺ ć ~x ćěřŋă őűěŋłă ||x − ~x|| ||x|| ≤ ||A|| ||A−1|| ||b − ~b|| ||b|| = ||A|| ||A^{−1}||^{||} b − A ~x|| ||b|| . Ćěńĺůĺŋă ||A|| ||A^{−1}|| ŋăğżćăěšś£ ůĺśńőň őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ňăšřĺűż A ĺ ůăśšő őąőğŋăůăěšś£ cond(A). Łőŋłřěšŋőě ğŋăůěŋĺě cond(A) ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ňăšřĺůŋőľ ŋőřňż, őďŋăłő ć śĺńş ĺţ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ¡šĺň řăğńĺůĺěň ňőęŋő ŕřěŋěąřěůĳ ŕřĺ őűěŋłăţ ćőğňşźěŋĺľ ć řěÿěŋĺ£ţ. Ďń£ ćżřőęďěŋŋżţ ňăšřĺű cond(A) = ∞.

Ĺğ ŕřĺćěďěŋŋőčő ćżÿě ŋěřăćěŋśšćă śńěďşěš, ůšő ďăęě ěśńĺ ćěłšőř ŋěć£ğłĺ r = b − A~x ňăń, őšŋőśĺšěńĳŋżě ćőğňşźěŋĺ£ ć řěÿěŋĺĺ ňőčşš ążšĳ ąőńĳÿĺňĺ, ěśńĺ cond(A) ćěńĺłő (šăłĺě ňăšřĺűż ŋăğżćă¿š ŕńőţő őąşśńőćńěŋŋżňĺ). Śńěďőćăšěńĳŋő, ůĺśńő őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ňőęěš řăśśňăšřĺćăšĳś£ łăł ňěřă ůşćśšćĺšěńĳŋőśšĺ řěÿěŋĺ£ ł ćőğňşźěŋĺ£ň śĺśšěňż.

Ěśńĺ ć śĺśšěňě Ax = b ćőğňşźěŋż ňăšřĺűă A ĺ ćěłšőř b, š.ě. ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ řěÿăěšś£ ćőğňşźěŋŋă£ śĺśšěňă (A + δA) ~x = b + δb, šő ŕřĺ şśńőćĺĺ ‖A^{−1}δA‖ ≤ 1 ĺňěěš ňěśšő őűěŋłă ‖x − ~x‖ ‖x‖ ≤ cond(A) 1 − ‖A^{−1}δA‖ ( ‖δA‖ ‖A‖ +^‖ δb‖ ‖b‖ ) . Ěśńĺ ‖A^{−1}‖‖δA‖ ≤ 1, šő ĺňěěš ňěśšő ąőńěě čřşąă£ őűěŋłă ‖x − ~x‖ ‖x‖ ≤ cond(A) 1 − ‖A^{−1}‖‖δA‖ ( ‖δA‖ ‖A‖ +^‖ δb‖ ‖b‖ ) . Őąřăźěŋĺě ňăšřĺű. Ŕşśšĳ ŋěćżřőęďěŋŋă£ ćěźěśšćěŋŋă£ ňăšřĺűă A ćőğňşźěŋă ŋă ňă-

šřĺűş δA. Šőčďă ěśńĺ ‖A^{−1}δA‖ ≤ 1, šő ćőğňşźěŋŋă£ ňăšřĺűă A + δA ŋě ćżřőęďěŋă ĺ ĺňěěš ňěśšő őűěŋłă ‖A^{−1} − (A + δA)^{−1}‖ ≤ cond(A) 1 − ‖A^{−1}δA‖ ‖δA‖ ‖A‖ . Ěśńĺ ‖A^{−1}‖‖δA‖ ≤ 1, šő ĺňěěš ňěśšő ąőńěě čřşąă£ őűěŋłă ‖A^{−1} − (A + δA)^{−1}‖ ≤ cond(A) 1 − ‖A^{−1}‖‖δA‖ ‖δA‖ ‖A‖ . Śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£. Ŕřĺ őűěŋłě őÿĺąőł, ćőğŋĺłă¿źĺţ ć ŕřőűěśśě řěÿěŋĺ£ ăńčěąřă-

ĺůěśłőľ ŕřőąńěňż śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ, šăłęě ŕřĺňěŋĺň őąřăšŋżľ ăŋăńĺğ őÿĺąőł, łőčďă ćżůĺśńěŋŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ řăśśňăšřĺćă¿šś£ łăł šőůŋżě ďń£ ćőğňşźěŋŋőľ ňăšřĺűż.

Ŕşśšĳ λ | śŕěłšř łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż A ŕőř£ďłă n, ă ~λ | śŕěłšř ćőğňşźěŋŋőľ ňăšřĺűż A + δA. Šőčďă ăŋăńĺğ ćőğňşźěŋĺľ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ňőęěš ążšĳ ćżŕőńŋěŋ śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ćŋăůăńě řăśśňőšřĺň śńşůăľ, łőčďă ňăšřĺűă A ĺňěěš ŕřőśšş¿ śšřşłšşřş, š.ě. ĺňěěš n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Šăłă£ ňăšřĺűă ŕőďőąŋă ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűě:

X^{−1}A X = diag (λ_1, . . . , λ_n) ,

čďě X | ňăšřĺűă, śšőńąűż łőšőřőľ £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ćěłšőřăňĺ ňăšřĺűż A. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ~λ_i ∈ ~λ ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő min 1≤j≤n | | |~λ_{i −} λ_j | | | ≤ ||X−1||2 ||X||2 ||δA||2 = cond2(X) ||δA||2 , čďě λ_j ∈ λ. Ćěńĺůĺŋş cond_2(X) ŋăğżćă¿š śŕěłšřăńĳŋżň ůĺśńőň őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ŕřőąńěňě śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ.

Ĺğ ¡šőčő ŋěřăćěŋśšćă śńěďşěš, ůšő ćőğňşźěŋĺ£ ć śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ ňăšřĺűż A ŕř£ňő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż ůĺśńş őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ňăšřĺűż ěě śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Ěśńĺ ňăšřĺűă śĺňňěšřĺůŋă, šő ňăšřĺűă X őřšőčőŋăńĳŋă ĺ cond_2(X) = 1, š.ě. ďń£ ¡šĺţ ňăšřĺű ŕřőąńěňă śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ćśěčďă ţőřőÿő őąşśńőćńěŋă.

Ěśńĺ ňăšřĺűă A ŋě ĺňěěš n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, šő őŋă ŕőďőąŋă ąńőůŋő -ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűě J, ąńőłĺ łőšőřőľ ěśšĳ łăŋőŋĺůěśłĺě łńěšłĺ Ęőřďăŋă: P^{−1}A P = J , čďě P | ňăšřĺűă, śšőńąűż łőšőřőľ £ćń£¿šś£ łőřŋěćżňĺ ćěłšőřăňĺ ňăšřĺűż A (š.ě. ňăšřĺűş A ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć łăŋőŋĺůěśłőľ ťőřňě Ęőřďăŋă). Šőčďă ďń£ łăęďőčő ~λ_i ∈ ~λ śşźěśšćşěš šăłőě λ_j ∈ λ, ůšő |~λ_{i −} λ_{j|}^m 1 + |~λ_i − λ_j| + · · · + |~λ_i − λ_j|^{m−1 ≤ ||} P^{−1}||_2 ||P ||_2 ||δA||_2 , čďě m | ňăłśĺňăńĳŋżľ ŕőř£ďőł ęőřďăŋőćżţ łńěšőł, őšćěůă¿źĺţ λ_j. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ěśńĺ k | ňăłśĺňăńĳŋżľ ŕőř£ďőł ćśěţ ęőřďăŋőćżţ łńěšőł ĺ δA = ε B, čďě ε > 0 | ňăńă£ ćěńĺůĺŋă ĺ ||B||_2 = 1, šő ń¿ąőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ćőğňşźěŋŋőľ ňăšřĺűż őšńĺůăěšś£ őš ŋěłőšőřőčő śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ ĺśţőďŋőľ ňăšřĺűż ŋă ćěńĺůĺŋş ŕőř£ďłă ε^{1/k}.

Ćżŕĺśăŋŋżě őűěŋłĺ ďă¿š ćěřţŋ¿¿ čřăŋĺűş őąşśńőćńěŋŋőśšĺ łăęďőčő ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ňăšřĺűż A, ţőš£ řăğńĺůŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺňě¿š řăğńĺůŋş¿ śšěŕěŋĳ őąşśńőćńěŋŋőśšĺ.

Ŕěřěőŕřěďěńěŋŋżě ńĺŋěľŋżě śĺśšěňż. Ŕşśšĳ ğăďăŋż ćěźěśšćěŋŋă£ ŕř£ňőşčőńĳŋă£

(n × m)-ňăšřĺűă A, n > m, ĺ ćěźěśšćěŋŋżľ n-ćěłšőř x. Šőčďă ńĺŋěľŋă£ śĺśšěňă Ax = b ŋăğżćăěšś£ ŕěřěőŕřěďěńěŋŋőľ, ă ŕőď ěě řěÿěŋĺěň ŕőŋĺňăěšś£ šăłőľ ćěłšőř x, ďń£ łőšőřőčő ŋőřňă ćěłšőřă ŋěć£ğłĺ r = b − Ax ňĺŋĺňăńĳŋă ć šőň śňżśńě, ůšő ‖x‖_2 = minx ‖b − Ax‖_2. Ěśńĺ ňăšřĺűă A ĺňěěš ŕőńŋżľ řăŋč, š.ě. ěě řăŋč řăćěŋ m, šő řěÿěŋĺě śĺśšěňż ć şłăğăŋŋőň śňżśńě ěďĺŋśšćěŋŋő ĺ śőćŕăďăěš ś řěÿěŋĺěň ŋőřňăńĳŋőľ śĺśšěňż A^T Ax = A^T b.

Ğăŕĺÿěň řěÿěŋĺě ŋőřňăńĳŋőľ śĺśšěňż ć ćĺďě x = (A^T A)^{−1}A^T b ĺ ććěďěň őąőğŋăůěŋĺě A^+ = (A^T A)^{−1}A^T . Ňăšřĺűă A^+ ŋăğżćăěšś£ ŕśěćďőőąřăšŋőľ. Řěÿěŋĺě ŕěřěőŕřěďěńěŋŋőľ śĺśšěňż ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě x = A^+b.

Ŕşśšĳ ć ŕěřěőŕřěďěńěŋŋőľ śĺśšěňě ćőğňşźăěšś£ ćěłšőř ŕřăćőľ ůăśšĺ, š.ě. řěÿăěšś£ ćőğňşźěŋŋă£ śĺśšěňă Ax = b + δb = ~b. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ b_1 ĺ ~b_1 ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřőć b ĺ ~b ŋă ŕřőśšřăŋśšćő R(A), őąřăğőćăŋŋőě śšőńąűăňĺ ňăšřĺűż A. Šőčďă ďń£ őšŋőśĺšěńĳŋőľ őÿĺąłĺ ć ćżůĺśńěŋŋőň řěÿěŋĺĺ ĺňěěš ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő ‖x − ~x‖_2 ‖x‖_2 ≤ ‖A^+b − A^+~b‖_2 ‖A^+b‖ ≤ cond_2(A)^‖ b_1 − ~b_1‖ ‖b_1‖ , čďě cond_2(A) = ‖A‖_2‖A^+‖_2 ŋăğżćăěšś£ ůĺśńőň őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ŕř£ňőşčőńĳŋőľ ňăšřĺűż.

2.2. Ğăďăůĺ ĺ řěÿěŋĺ£

1. Řăśśňőšřĺň ğăďăůş ćżůĺśńěŋĺ£ ăŕőśšěřĺőřŋżţ őűěŋőł ŕřĺąńĺęěŋŋőčő řěÿěŋĺ£ ~x śĺśšěňż Ax = b, čďě A | ŋěćżřőęďěŋŋă£ ňăšřĺűă ĺ b ≠ 0. \Ěśšěśšćěŋŋă£" ŕřőćěřłă šőčő, ŋăśłőńĳłő ţőřőÿő ~x şďőćńěšćőř£ěš śĺśšěňě, śőśšőĺš ć ăŋăńĺğě ćěłšőřă ŋěć£ğłĺ r = b − A~x. Ěśńĺ r = 0, šő ~x ěśšĳ šőůŋőě řěÿěŋĺě x. Ěśńĺ ęě ćěłšőř r ňăń, šő ňőęŋő ńĺ őęĺďăšĳ, ůšő ćěłšőř ~x ąńĺğőł ł x ?

Řěÿěŋĺě. Ĺğ řăćěŋśšćă A�^1r = A�^1b − A�^1A~x = x − ~x śńěďşěš, ůšő ||x − ~x|| ≤ ||A�1|| ||r||. (∗) Ĺğ b = Ax śńěďşěš, ůšő ||b|| = ||Ax|| ≤ ||A|| ||x||, š.ě. ||x|| ≥ ||b|| ||A|| . (∗∗) Ŕőďěńĺň ŋěřăćěŋśšćő (∗) ŋă ŋěřăćěŋśšćő (∗∗). Šőčďă ŕőńşůĺň ||x − ~x|| ||x|| ≤ ||A|| ||A�1|| ||r|| ||b|| = cond(A)^{||r||}_{||b||} = cond(A)^{||b −} A~x|| ||b|| . Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő ěśńĺ ňăšřĺűă A ŕńőţő őąşśńőćńěŋă, šő ďăęě őůěŋĳ ňăńěŋĳłă£ ŋěć£ğłă ŋě ňőęěš čăřăŋšĺřőćăšĳ ňăńőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋőľ őÿĺąłĺ ć ~x. Ţşęě šőčő, ňőęěš šăł őłăğăšĳś£, ůšő ďőśšăšőůŋő šőůŋőě řěÿěŋĺě ąşďěš ĺňěšĳ ąőńĳÿş¿ ŋěć£ğłş. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăśśňőšřĺň ŕřĺňěř A = ( 1 .000 1.001 1.000 1.000 ) , b = ( 2 .001 2.000 ) .

Šőůŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż Ax = b ěśšĳ x = (1, 1)^T . Őďŋăłő ćěłšőř ~x = (2, 0)^T , łőšőřżľ ŋĺłăł ŋěńĳğ£ ŋăğćăšĳ ąńĺğłĺň ł x, ďăěš ňăńěŋĳłş¿ ŋěć£ğłş r = (10�^3, 0)^T .

Ćőğĳňěň šěŕěřĳ b = (1, 0)^T . Šőčďă ćěłšőř x = (−1000, 1000)^T £ćń£ěšś£ šőůŋżň řěÿěŋĺěň śĺśšěňż. Ćěłšőř ~x = (−1001, 1000)^T ďőśšăšőůŋő ąńĺğőł ł x ć śňżśńě őšŋőśĺšěńĳŋőľ ŕőčřěÿŋőśšĺ, őďŋăłő ~x ďăěš ąőńĳÿş¿ ŋěć£ğłş r = (0, −1)^T , łőšőřă£ ĺňěěš ŕőř£ďőł ŕřăćőľ ůăśšĺ.

Śďěńăěň ďćă ŕőńěğŋżţ ğăňěůăŋĺ£. Ŕěřćżň ŕřĺğŋăłőň ŕńőţőľ őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż £ćń£ěšś£ ŕő£ćńěŋĺě ňăńżţ ćěďşźĺţ ¡ńěňěŋšőć ć ŕřőűěśśě ŕřĺňěŋěŋĺ£ čăşśśőćă ĺśłń¿ůěŋĺ£. Ďń£ ąőńĳÿĺŋśšćă ňăšřĺű ¡šő ďőśšăšőůŋő ŋăďěęŋżľ ŕřĺğŋăł. Őďŋăłő śşźěśšćş¿š ŕńőţő őąşśńőćńěŋŋżě ňăšřĺűż (ŋăŕřĺňěř, ś ďĺăčőŋăńĳŋżň ŕřěőąńăďăŋĺěň), ďń£ łőšőřżţ ňăńżě ćěďşźĺě ¡ńěňěŋšż ŋě ŕő- £ćń£¿šś£. Ćšőřżň ŕřĺğŋăłőň ŕńőţőľ őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ňőęěš śńşęĺšĳ ŕő£ćńěŋĺě ąőńĳÿőčő řěÿěŋĺ£. Ŕşśšĳ, ŋăŕřĺňěř, ||A|| = ||b|| = 1. Šőčďă ||x|| ≤ ||A�^1|| ||b|| = ||A�^1|| = cond(A). Ŕő¡šőňş ěśńĺ ŋőřňă ||x|| ćěńĺłă, šő ćěńĺłő ĺ cond(A). Ł śőęăńěŋĺ¿, ŕńőţő őąşśńőćńěŋŋżě śĺśšěňż ňőčşš ĺňěšĳ ŋěąőńĳÿĺě řěÿěŋĺ£, łőšőřżě ďă¿š ňăńěŋĳłĺě ŋěć£ğłĺ.

Šěŕěřĳ ŕőłăęěň, ůšő őłřşčńěŋŋőě šőůŋőě řěÿěŋĺě ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż ňőęěš ĺňěšĳ ąőńĳÿş¿ ŋěć£ğłş. Ŕşśšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřőćőď£šś£ ć śĺśšěňě śůĺśńěŋĺ£ ś őśŋőćăŋĺěň 10 ĺ c t řăğř£ďăňĺ ňăŋšĺśśż, ă x | łăłĺň-ńĺąő őąřăğőň ŕőńşůěŋŋőě šőůŋőě řěÿěŋĺě ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż ŕőř£ďłă n. Šőčďă őłřşčńěŋŋőě řěÿěŋĺě ~x ğăŕĺÿěšś£ ć ćĺďě ~x = ( x_1(1 + ε_1), . . . , x_n(1 + ε_n) ) , čďě |ε_i| ≤ 10�^t, i = 1, . . . , n. Śńěďőćăšěńĳŋő, ~x = x + e, čďě e = (x_1ε_1, . . . , x_nε_n). Ğăňěšĺň, ůšő |e_i| = |x_iε_i| ≤ |x_i| |ε_i| ≤ |x_i| 10�^t ≤ ||x||1 10�^t. Ŕőśłőńĳłş ¡šő ŋěřăćěŋśšćő ćżŕőńŋěŋő ďń£ ćśěţ i = 1, . . ., n, šő őŋő ćżŕőńŋěŋő ĺ ďń£ šőčő i, ŕřĺ łőšőřőň ěčő ńěćă£ ůăśšĳ ďőśšĺčăěš ňăłśĺňşňă. İšő őğŋăůăěš, ůšő ||e||1 ≤ ||x||1 10�^t. Ĺğ r = b − A ~x = b − A x − A e = −A e ĺ ||r||1 ≤ ||A||1||e||1 ≤ |A||1||x||110�^t śńěďşěš, ůšő ||r||1 ||A||1 ≤ ||x||110�t. Ěśńĺ ňăšřĺűă A ŕńőţő őąşśńőćńěŋă ĺ ŋőřňă ||x|| ćěńĺłă, šő ŋěć£ğłă ąşďěš ąőńĳÿőľ. İšő ğăłń¿ůěŋĺě ĺńń¿śšřĺřşěšś£ ćšőřőľ ůăśšĳ¿ ŕřĺćěďěŋŋőčő ćżÿě ŕřĺňěřă.

2. Ŕşśšĳ E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă ĺ ||δE|| < 1. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ňăšřĺűă E − δE ŋěćżřőęďěŋŋă£ ĺ ćżŕőńŋěŋă őűěŋłă ||(E − δE)^{−1}|| ≤ 1 1 − ||δE|| . Řěÿěŋĺě. Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř x ≠ 0. Ŕőśłőńĳłş 1 − ||δE|| > 0 ĺ ||x|| = ||(x − δEx) + δEx|| ≤ ||x − δEx|| + ||δEx||, šő ||(E − δE) x|| = ||x − δEx|| ≥ ||x|| − ||δEx|| ≥ ||x|| − ||δE|| ||x|| ≥ (1 − ||δE||) ||x|| > 0 . Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ x ≠ 0, šő (E − δE) x ≠ 0, š.ě. ňăšřĺűă E − δE ŋě ćżřőęďěŋă.

Ĺğ šőęďěśšćă (E − δE) (E − δE)�^1 = E ŕőńşůĺň (E − δE)�^1 = E + δE (E − δE)�^1. Őšś¿ďă ||(E − δE)�^1|| ≤ ||E|| + ||δE|| ||(E − δE)�^1|| = 1 + ||(E − δE)�^1|| ||δE|| . Ĺğ ¡šőčő ŋěřăćěŋśšćă śńěďşěš řěÿěŋĺě ğăďăůĺ (ůăśšő ěě ŋăğżćă¿š ğăďăůěľ ő ćőğňşźěŋĺĺ ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűż).

3. Ŕşśšĳ E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă ĺ ||δE|| < 1. Ŕőńşůĺšĳ őűěŋłş őšłńőŋěŋĺ£ ňăšřĺűż E őš ňăšřĺűż (E − δE)^{−1}.

Řěÿěŋĺě. Ĺğ (E − δE)�^1 = E + δE(E − δE)�^1 (śň. ğăďăůş 2) ŕőńşůĺň E − (E − δE)�^1 = −δE(E −

δE)�1_{. Őšś¿ďă} ||E − (E − δE)�^1|| ≤ ||δE|| ||(E − δE)�^1|| ≤ ||δE|| 1 − ||δE|| ć śĺńş ŋěřăćěŋśšćă ĺğ ğăďăůĺ 2.

4. Ŕşśšĳ A | ŋěćżřőęďěŋŋă£ ňăšřĺűă ĺ ||A^{−1}δA|| < 1. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ňăšřĺűă A + δA ŋěćżřőęďěŋŋă£ ĺ ćżŕőńŋěŋă őűěŋłă ||(A + δA)^{−1}|| ≤^{||} A^{−1}|| 1 − ||A^{−1}δA|| . Řěÿěŋĺě. Ĺňěěň A + δA = A(E + A�^1δA). Ŕőśłőńĳłş ||A�^1δA|| < 1, šő ĺğ ğăďăůĺ 2 śńěďşěš, ůšő

ňăšřĺűă E + A�^1δA ŋěćżřőęďěŋŋă£. İšő őğŋăůăěš, ůšő ĺ ňăšřĺűă A + δA šăłęě ŋě ćżřőęďěŋă.

Ĺğ řăćěŋśšćă (A + δA)�^1 = (E + A�^1δA)�^1A�^1 śńěďşěš, ůšő ||(A + δA)�^1|| ≤ ||(E + A�^1δA)�^1|| ||A�^1|| ≤^{||} A�1_{||} 1 − ||A�^1δA|| ć śĺńş ŋěřăćěŋśšćă ĺğ ğăďăůĺ 2.

5. Ŕşśšĳ A | ŋěćżřőęďěŋŋă£ ňăšřĺűă ĺ ||A^{−1}δA|| < 1. Ŕőńşůĺšĳ őűěŋłş őšłńőŋěŋĺ£ ňăšřĺűż (A + δA)^{−1} őš A^{−1}.

Řěÿěŋĺě. Ĺğ řăćěŋśšćă (A + δA)�^1 = (E + A�^1δA)�^1A�^1 śńěďşěš, ůšő A�^1 − (A + δA)�^1 =^(E −

(E + A�^1δA)�^1 ) A�1_{. Šőčďă} ||A�1_{− (A + δA)}�1_{|| ≤ ||E − (E + A}�1_{δA)}�1_{|| ||A}�1_{|| ≤}^{||A}�^{1δA||}_{1 − ||A}�_{1δA|| ||A}�1_{||} ć śĺńş ŋěřăćěŋśšćă ĺğ ğăďăůĺ 3.

Őšŋőśĺšěńĳŋă£ őÿĺąłă ć ňăšřĺűě (A + δA)�^1 őűěŋĺćăěšś£ ŋěřăćěŋśšćőň ||A�1_{− (A + δA)}�1_{||} ||A�1_{||}^{≤ ||A} �1_{|| ||δA||} 1 − ||A�^1δA|| = cond(A) 1 − ||A�^1δA|| ||δA|| ||A|| . 6. Ŕőłăğăšĳ, ůšő cond(A) ≥ 1 ďń£ ń¿ąőľ ňăšřĺűż A ĺ cond_2(Q) = 1 ďń£ ń¿ąőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż Q.

Řěÿěŋĺě. Ŕőśłőńĳłş E = AA�^1, šő 1 = ||E|| = ||A A�^1|| ≤ ||A|| ||A�^1|| = cond(A) . Ďăńěě, šăł łăł şňŋőęěŋĺě ňăšřĺűż ŋă őřšőčőŋăńĳŋş¿ ŋě ňěŋ£ěš ěě śŕěłšřăńĳŋş¿ ŋőřňş, šő ||Q||_2 = ||QE||_2 = ||E||_2 = 1 ĺ ||Q^T ||_2 = ||Q^T E||_2 = ||E||_2 = 1. Šőčďă

cond_2(Q) = ||Q||_2 ||Q�^1||_2 = ||Q||_2 ||Q^T ||_2 = 1 .

7. Ňőęŋő ńĺ şšćěřęďăšĳ, ůšő ěśńĺ őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż ňăń, šő ňăšřĺűă ŕńőţő őąşśńőćńěŋă?

Řěÿěŋĺě. Ŕşśšĳ ďăŋă ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă D = εE ŕőř£ďłă n, čďě ε > 0 | ňăńőě ůĺśńő ĺ E |

ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă. Őŕřěďěńĺšěńĳ det(D) = ε^n ćěśĳňă ňăń, šőčďă łăł ňăšřĺűă D ţőřőÿő őąşśńőćńěŋă, ŕőśłőńĳłş cond(D) = ||D|| ||D�^1||_2 = ε||E|| ε�^1||E�^1|| = 1 . Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ňăšřĺűş

A = 1 −1 −1 . . . −1 0 1 −1 . . . −1 . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1 , ş łőšőřőľ őŕřěďěńĺšěńĳ řăćěŋ 1, ĺ ćżůĺśńĺň ěě ůĺśńő őąşśńőćńěŋŋőśšĺ.

Ďń£ ¡šőčő ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř b ≠ 0 ĺ, řěÿă£ śĺśšěňş Ax = b ŕřĺ ŕőňőźĺ őąřăšŋőľ ŕőďśšăŋőćłĺ, ŕőśšřőĺň ¡ńěňěŋšż őąřăšŋőľ ňăšřĺűż A�^1:

x_n = b_n,

x_n�_1 = b_n�_1 + b_n,

x_n�_2 = b_n�_2 + b_n�_1 + 2b_n,

x_n�_3 = b_n�_3 + b_n�_2 + 2b_n�_1 + 2^2b_n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x_1 = b_1 + b_2 + 2b_3 + · · · + 2^n�^3b_n�_1 + 2^n�^2b_n.

Ćżŕĺÿěň ŕőńşůěŋŋş¿ őąřăšŋş¿ ňăšřĺűş:

A�1_=

1 1 2 4 . . . 2^n�^3 2^n�^2 0 1 1 2 . . . 2^n�^4 2^n�^3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 0 . . . 1 1 0 0 0 0 . . . 0 1 .

Śńěďőćăšěńĳŋő,

‖A�1_‖1_{= 1 + 1 + 2 + 2}2_{+ · · · + 2}n�2_{= 2}n�1_.

Šăł łăł ‖A‖1 = n, šő cond1(A) = n 2^n�^1, š.ě. ňăšřĺűă A ŕńőţő őąşśńőćńěŋă, ţőš£ det(A) = 1.

İšĺ ďćă ŕřĺňěřă ŕőłăğżćă¿š, ůšő őąşśńőćńěŋŋőśšĳ ňăšřĺűż ŋě ğăćĺśĺš őš ćěńĺůĺŋż őŕřěďěńĺšěń£.

8. Ŕşśšĳ ďăŋă ęőřďăŋőćă łńěšłă ŕőř£ďłă n:

A = 1 a 0 . . . 0 0 0 1 a . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1 a 0 0 0 . . . 0 1 .

Ćżůĺśńĺšĳ cond_∞(A) ĺ őűěŋĺšĳ ćőğňşźěŋĺě ć łőňŕőŋěŋšě x_1 řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż Ax = b, ěśńĺ łőňŕőŋěŋšă b_n ćěłšőřă b ćőğňşźěŋă ŋă ε.

Řěÿěŋĺě. Łăł ĺ ć ğăďăůě 7, ňěšőďőň őąřăšŋőľ ŕőďśšăŋőćłĺ ŕőńşůĺň őąřăšŋş¿ ňăšřĺűş:

A�1_=

1 −a a^2 . . . (−a)^n�^2 (−a)^n�^1 0 1 −a . . . (−a)^n�^3 (−a)^n�^2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1 −a 0 0 0 . . . 0 1 .

Šőčďă ‖A‖1^{= 1 + |a|,} ‖A�1_‖1_{= 1 + |a| + a}2_{+ · · · + |a|}n�1_=^{|a|n − 1}_{|a| − 1 , |a| ≠ 1} ‖A�1_‖1_{= n, |a| = 1}

cond1(A) = (|a| + 1) (|a|^n − 1) |a| − 1 , |a| ≠ 1 cond1(A) = (|a| + 1) n, |a| = 1.

Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő ňăšřĺűă A ŕńőţő őąşśńőćńěŋă ŕřĺ |a| > 1 ĺ ţőřőÿő őąşśńőćńěŋă ŕřĺ |a| ≤ 1.

Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ n = 20 ĺ a = 5 ąşďěň ĺňěšĳ cond1(A) ≈ 10^{14}.

Ŕşśšĳ łőňŕőŋěŋšă b_n ğăďăŋă ś őÿĺąłőľ ε. Šőčďă ćżůĺśńěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ~x_1 łőňŕőŋěŋšż x_1 ĺňěěš ćĺď ~x_1 = b_1 − ab_2 + · · · + (−a)^n�^2b_n�_1 + (−a)^n�^1(b_n + ε) = x_1 + (−a)^n�^1ε .

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺ |a| > 1 ćőğňşźěŋĺě ć b_n şćěńĺůĺćăěšś£ ć łőňŕőŋěŋšě x_1 ć |a|^n�^1 řăğ, ă ŕřĺ |a| < 1 ćő śšőńĳłő ęě řăğ şňěŋĳÿăěšś£.

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ć śńşůăě ŕńőţőľ őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ęőřďăŋőćőľ łńěšłĺ ćńĺ£ŋĺě ćőğňşźěŋĺ£ ć b_n ć łőňŕőŋěŋšăţ x_i şňěŋĳÿăěšś£ ś řőśšőň i. Ğŋăůĺš, ůşćśšćĺšěńĳŋőśšĳ łăęďőľ őšďěńĳŋőľ łőňŕőŋěŋšż řěÿěŋĺ£ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż ŕřĺ ćőğňşźěŋĺ£ţ ŕřăćőľ ůăśšĺ ňőęěš ążšĳ řăğńĺůŋőľ. Łřőňě šőčő, ćőğňşźěŋĺě ć łőňŕőŋěŋšě b_j ŕřĺćőďĺš ł ćőğňşźěŋĺ£ň šőńĳłő šěţ x_i, ďń£ łőšőřżţ i ≤ j, ĺ ŋě ğăšřăčĺćăěš ďřşčĺţ x_i, ŕřĺůěň śăňżě ŋěğŋăůĺšěńĳŋżě ŕőśńěďśšćĺ£ ąşďěš ĺňěšĳ ćőğňşźěŋĺě ć b_1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďăęě ć śńşůăě ŕńőţőľ őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ŋě ćś£łĺě ćőğňşźěŋĺ£ ŕřăćőľ ůăśšĺ śĺśšěňż ŕřĺćőď£š ł ąőńĳÿĺň ćőğňşźěŋĺ£ň ć řěÿěŋĺĺ.

9. Ŕşśšĳ śĺśšěňă Ax = b ś ňăšřĺűěľ A = ( ε 1 1 1 )

řěÿăěšś£ ňěšőďőň LU-řăğńőęěŋĺ£: A = LU, Ly = b, Ux = y. Ćżůĺśńĺšĳ cond_∞(L) ĺ cond_∞(U), ěśńĺ LU-řăğńőęěŋĺě śšřőĺšś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ łőňŕăłšŋőľ śţěňż Čăşśśă

a) ąěğ ćżąőřă ćěďşźěčő ¡ńěňěŋšă; ą) ś ćżąőřőň ćěďşźěčő ¡ńěňěŋšă.

Řěÿěŋĺě. ă) Ŕřĺňěŋĺň łőňŕăłšŋş¿ śţěňş ąěğ ćżąőřă ćěďşźěčő ¡ńěňěŋšă: ( ε 1 1 1 ) = ( l_{11} 0 l_{21} l_{22} ) ( u_{11} u_{12} 0 u_{22} ) . Őšś¿ďă ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺű L ĺ U ŕőńşůăěň śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ: l_{11} u_{11} = ε, l_{11} u_{12} = 1, l_{21} u_{11} = 1, l_{21} u_{12} + l_{22} u_{22} = 1.

Ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ŕőńőęĺň l_{11} = l_{22} = 1. Šőčďă L = ( 1 0 1 ε 1 ) , U = ( ε 1 0 1 − 1 ε ) , L�1_=^{( 1 0}_{− 1} ε 1 ) , U �1_= 1 ε − 1 ε − 1 0 ε ε − 1 .

Őšś¿ďă

cond1(L) = ( 1 + 1 ε )_2 , cond1(U ) =

1 + ε ε^2(1 − ε) .

ą) LU -řăğńőęěŋĺě ś ćżąőřőň ćěďşźěčő ¡ńěňěŋšă: ( 1 1 ε 1 ) = ( 1 0 l_{21} 1 ) ( u_{11} u_{12} 0 u_{22} ) ,

L = ( 1 0 ε 1 ) , U = ( 1 1 0 1 − ε ) , L�1_=^{( 1 0}_{−ε 1}^)_{, U} �1_= 1 − 1 1 − ε 0 1 1 − ε . Őšś¿ďă

cond1(L) = (1 + ε)^2, cond1(U ) = 2 ( 1 + 1 1 − ε ) . 10. Ňăšřĺűă Şĺńłĺŋśőŋă

A = 20 20 0 0 . . . 0 0 0 19 20 0 . . . 0 0 0 0 18 20 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 0 . . . 2 20 0 0 0 0 . . . 0 1

ĺňěěš ŋăĺňěŋĳÿěě ŕő ňőďşń¿ śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, řăćŋőě 1. Łăł őŋő ĺğňěŋĺšś£ ć řěğşńĳšăšě ćőğňşźěŋĺ£ ŕěřćőčő ¡ńěňěŋšă ŕőśńěďŋěľ śšřőłĺ ŋă ćěńĺůĺŋş ε = 20^{−19} · 20! ≈ 5 · 10^{−7}?

Řěÿěŋĺě. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě ďń£ ćőğňşźěŋŋőľ ňăšřĺűż Şĺńłĺŋśőŋă ĺňěěš ćĺď:

det(A − λE) = (20 − λ)(19 − λ) · · · (1 − λ) − 20^{19} · ε = 0.

Śćőąőďŋżľ ůńěŋ ć ¡šőň şřăćŋěŋĺĺ řăćěŋ 0 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋăĺňěŋĳÿěě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě šăłęě řăćŋő 0.

11. Ŕşśšĳ ďăŋă ňăšřĺűă

A = n a 0 0 . . . 0 0 0 n − 1 a 0 . . . 0 0 0 0 n − 2 a . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 0 . . . 2 a 0 0 0 0 . . . 0 1

ŕőř£ďłă n ĺ a > 1. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ¡šőľ ňăšřĺűż ŕřőąńěňă śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ŕńőţő őąşśńőćńěŋă.

Řěÿěŋĺě. Łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě, ćőğňşšĺň ňăšřĺűş A, ďőąăćĺć ňăńőě ε ł ŕěřćőňş ¡ńěňěŋšş

ŕőśńěďŋěľ śšřőłĺ. Řăğńőęĺć őŕřěďěńĺšěńĳ ćőğňşźěŋŋőľ ňăšřĺűż ŕő ŕőśńěďŋěľ śšřőłě, ŕőńşůĺň śńěďş¿źěě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě: (n − λ) ( (n − 1) − λ ) · · · (2 − λ)(1 − λ) + (−1)n+1an�1ε = 0 .

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ λ_i śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ňăšřĺűż A, ă ůěřěğ λ_i(ε) śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ćőğňşźěŋŋőľ ňăšřĺűż. Ŕőśłőńĳłş ňăšřĺűă A ĺňěěš řăğńĺůŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, šő λ_i(ε) ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě śšěŕěŋŋőčő ř£ďă ŕő ŕăřăňěšřş ε:

λ_i(ε) = λ_i + n∑ j=1 μ_{ij}ε^j = i + n∑ j=1 μ_{ij}ε^j .

Őčřăŋĺůĺňś£ ůńěŋăňĺ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ε ĺ ŕőďśšăćĺň λ_i(ε) = i + ν_iε ć ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě, čďě ν_i = μ_{i1}. Őšąřőśĺň ć ŕőńşůĺćÿěňś£ ćżřăęěŋĺĺ ůńěŋż ćšőřőčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ ĺ ćżÿě őšŋőśĺšěńĳŋő ε. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň śńěďş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£ ŋă ν_i, łőšőřżě őŕřěďěń£¿š śšěŕěŋĳ ćőğňşźěŋĺ£ łăęďőčő śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ ćőğňşźěŋĺĺ ĺśţőďŋőľ ňăšřĺűż:

ν_i =

(−1)^n�^{i+1}a^n�^1 (n − i)!(i − 1)! . Ďń£ ňăšřĺűż Şĺńłĺŋśőŋă (n = 20 ĺ a = 20) ŋăĺňěŋĳÿĺě ćőğňşźěŋĺ£ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ąşďşš ŕřĺ i = 1 ĺ i = 20, ă ŋăĺąőńĳÿĺě ŕřĺ i = 10 ĺ i = 11: ν_1 = 20^{19}/19! ≈ 4.31 · 10^7 ĺ ν_{11} = 20^{19}/9!10! ≈ 3.98 · 10^{12}.

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ¡šőľ ňăšřĺűż ŕřőąńěňă śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ŕńőţő őąşśńőćńěŋă, ţőš£ řăğńĺůŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺňě¿š řăğńĺůŋş¿ śšěŕěŋĳ őąşśńőćńěŋŋőśšĺ.

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ěśńĺ a < 1, šő ŕńőţőľ őąşśńőćńěŋŋőśšĺ ŋěš.

12. Ŕşśšĳ ďăŋă ęőřďăŋőćă łńěšłă ŕőř£ďłă n

A = 1 a 0 . . . 0 0 0 1 a . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1 a 0 0 0 . . . 0 1

ĺ ŕşśšĳ ŕěřćżľ ¡ńěňěŋš ŕőśńěďŋěľ śšřőłĺ ćőğňşźăěšś£ ŋă ňăńş¿ ćěńĺůĺŋş ε > 0. Ćżŕőńŋĺšĳ ăŋăńĺğ ćőğňşźěŋĺľ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ.

Řěÿěŋĺě. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě ćőğňşźěŋŋőľ ňăšřĺűż ĺňěěš ćĺď

(λ − 1)^n − (−1)^na^n�^1ε = 0.

Ŕşśšĳ ν_i | łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ ν^n−(−1)^n = 0. Šőčďă ďń£ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ~λ ćőğňşźěŋŋőľ ňăšřĺűż ŕőńşůĺň ~λ_i = 1 + ν_ia^{(n}�^{1)/n}ε^{1/n}, i = 1, . . . n .

Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő ğăďăůă śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ďń£ łńěšłĺ Ęőřďăŋă ŕńőţő őąşśńőćńěŋă, ŕřĺůěň őąşśńőćńěŋŋőśšĳ şţşďÿăěšś£ ś řőśšőň n. Ďăęě ěśńĺ |a| < 1, łőčďă łńěšłă Ęőřďăŋă ţőřőÿő őąşśńőćńěŋă ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ğăďăůăň řěÿěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ śĺśšěň ĺ őąřăźěŋĺ£ ňăšřĺű, őŋă őśšăěšś£ ŕńőţő őąşśńőćńěŋŋőľ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ğăďăůě ŋă śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£.

Ďń£ ŕřĺňěřă řăśśňőšřĺň śńşůăľ, łőčďă n = 10, a = 1 ĺ ε = 10�^{10}. Šőčďă ćőğňşźěŋĺě ć λ_1 = 1 ąşďěš řăćŋő |ε|^{1/n} = 0.1, š.ě. ćőğňşźěŋĺě ŕőř£ďłă 10�^{10} ć őďŋőň ¡ńěňěŋšě ňăšřĺűż ćŋěśńő ć śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě λ_1 őÿĺąłş, řăćŋş¿ 0.1.